Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerparuje (P u JI ecmep) - ucnurhu pok jyu 1
26.6.2020.

1. Heka je X # () upou3sBo/ban CKym.

a) [3] Hedurucaru o-anrebpy ma ckymy X.
6) [8] Heka je A C X, A # () npousBoman ckym. ledburnmmmmo

M={BCX|BCAU{BCX|B'CA}

WNcnuraru na gm je N jeana o-aaredpa wHa X.
B) [2] Omucaru M y cayqajy A = X.
r) [6] Heka je nomatno A # X. Jlokazaru ja je dynkuuja p: 0 — [0, 400]

0, C C A;
C( — ) — )
1(C) {/{:, CCQA

n100po medunmcana u ogpeautd k # (0 Tako ma oHa Oyma Mepa.

1) [4] O6jacuuty na Ju je Mepa (i KOMIUTeTHA.

2. a) [3] Jdedbunucaru JleGeroBy mepy.

6) [10] Ako je A C [0,1] JleGer mepsbuB cKyl, moKa3aTu jaa 3a cBako € > 0 mocToju orBopeH ckyn G
takaB na je A C G u m(G) —m(A) <e.

B) [5] Axo je A C [0, 1] Jleber mepsmsus ckym, qa am Taga saxm m(A) = m(A)?
3. Heka je sar upocrop ca mepom (X, I, u).

a) [8] Ako cy f u g MepibuBe dbyHKIHje, TOKa3aT aa ¢y Tajga f + g u fg MepJbuBe.

6) [8] Akocy f+gu fg mepbuse u no3utuBHe dyHIKH]e, 1a U Yy OHjaa u dbyHKIHje f, g, %, é u %—i—

MepJbuBe?!

1
g

4. a) [10] JleBujes craB (dbopmyranuja u g0Ka3).

6) [10] doxazatu ma je
+oo

[t ﬁdx—fzﬁ

0

B) [3] Moxe su ce 3agaTak 6) permuT npuMeHoM JleBujeBor craBa’

5. Heka je (X, 9, 1) mpocrop ca mepom. Jlokazaru uau onoBprayTu ciegeha rephema

a) [3] Ako f € LX), rama f € L3(X).

6) [3] Ako f € L3(X), tama f € L}(X).

B) [3] Ako f € L®(X), Tana f € L'(X).

r) [3] Ako je u(X) < +o0, Tama za f € L'(X) saxu f € L3(X).
1) [3] Ako je u(X) < +o0o, Tama 3a f € L3(X) saxu f € L(X).
h) [5] Ako f € LY(X)N L3 (X), tana f € L*(X).



1.

Pewerva

HaBogumo pelrrema camMo OHEX 3aJaTaka YHUjU OJrOBOPH HE IIOCTOje Y KIbU3HU. 3a CBE OCTaJIe OJrOBOPE
HaBOJIUMO Jie(bUHUINIMje U TeopeMe H3 Kibure ayropa npod. ap paromyba Keukuha. Hapasno, nu jegno nm

a)
6)

JPYTO HHUCY JeJINHA Pelleba.

Hedununuja 2.2., crpana 11., tpehu neo.
I jecte o-anredpa:

(1) 0 € 9M 3aro urro je ) C A.

(2) Hexka B € 9. Tpeba nokasaru B € M. Axo je B C A onga je (BY) = B C A, na Bt € M.
Axo je BY C A onna tpusnjaano saxn BE € M.

(3) Heka B, € M, 3a cee n € N. Tpeba nokazaru |J B, € M. Ako 3a cee n € N Baxu B, C A,

n=1

o oo
ouma Baxku u |J B, C A, na caenn |J B, € M. C apyre crpade, ako MOCTOju HEKO Ny € N Tako
n=1 n=1

C
o o o
na BELO C A, onga ciaean < U Bn> - N Bt C BEO C A, ma omer 3akspyayjemo |J B, € M.
n=1 n=1 n=1

Axo je A = X onjga 3a cBaku ckyn B C X saxu B C A, nakse P(X) C 9. Tlowrro je no pedununmju
M C P(X) coenn jennakoct M = P(X).

Hobpa nedunucanoct: Heka je C' € I npoussosban ckyn. Omiaa no gaebununuju davuauje N Baxku
C C A um C° C A. Kaga 61 Baxuie obe unkiaysuje onga 6u cieanno C U CE = X C A, mro nuje
TAYHO 1O Hpernocrasnu 3aaarka. Jlakse, ceaku ckyn C' € 9 3a,10Bo/baBa caMo jegaH yCJI0B OJ JIBa
ycsioBa 1o kojuma je u aedunucana. To 3naum ma je p mob6po nedunncana dyukmmja. Oxpenumo k
na 6u p 6una mepa. Ipsu yeaos u(f)) = 0 Bazku. Tpeba jorr obe36eanTu

12 <|_| Bn) = ZN(Bn)a

o0
3a MPOU3BOJbHE MUC]YHKTHE cKynose B, € M. [lomro je M jenna o-anrebpa, onna axu | | B, € M.
n=1

Ako je || B, C A, ouna je u ( L] Bn> = 0 u 360r ycaosa B, C || B, C A ciemn u u(B,) = 0,

n=1 n=1 n=1
3a cBe n € N. Omariie jacHo BaKu aauTUBHOCT YHKIMje (1, 38 cBako k. IIpermocraBumo cana ja

je (Ll B.)t C A. Jlakne, p (|_| Bn) = k. llpumerumMo 1@ W3 OBe WHK/IY3Uje CJIeIW Ja MOCTOjH
n=1 n=1

ny € N tako ma je BE“ C A, na je u(B,,) = k. Heka je N ckyn cBUX j 3a Koje je BELJ_ C A. Tagna je

00 N

You(By) = Y u(Bj) = Nk. la 6u Bazkuia aJuTuBHOCT Mepe, 3ak/pydyjemo kN = k. ITokaxumo

n=1 j=1

cama N = 1. Haume, ako moctoje ny u ny TaKBU Ja je BEL]_ CA j=12ounajen BEH U BEZQ C A.
MebhyTtum, u3 yenosa B, N B, = 0 caequ BELl U BELQ = X. Jlakse, X C A, mro je Hemoryhe 1o
nocrasiu 3agarka. Ciaenn, N = 1 u k MoxKe 6uTu npou3BosbHa KoHcTaHTa u3 ckyna (0, +00].

Heka je E € M npoussosban cKkyn Takas 1a je u(E) = 0. Tpeba nmokazarn aa 3a ceako F' C F Baxn
F € M. Tlomro je pu(E) = 0, na ocHoBy aedununnje mepe p caeqn £ C A, nakine F' C A na Baxn
F e 9. Hakme, mepa p jecte KOMILJIETHA.

Hedunumuja 2.26. Jleberosa mepa, crpana 28.

Cras: anpokcnmanyja Jleber mepspuBux ckynosa, cras 2.30.a), crpana 32.

He mopa ma saxu. Hexa je A = QN [0,1]. Taga je m(A) = 0, g0k je m(A) = 1, jep je A = [0,1].
Hagermvo n jour jeano moryhe pememe: Kanrtopos ckyn K. 3mamo ma je m(K) = 0, a jga je on
cyna rycr y [0,1], ma je K = [0,1], tj. m(K) = 1.



a)

6)

Cras 3.5.a), crpana 41.

1, zeV 2, zeV
n g(z) = :
2, ze[0,1\V 1, z€[0,1\V

[0,1]. Taga je f+g =3 u fg = 2. Koncranrna dbyukiuja je Jleber mepibusa, na ¢y u f + g u fg

Jleber mepspuBe, au HU [ HE ¢ HECY MepJsbuBe. lakohe Hu % HUH é nucy Mepsbube. Hawmwme, na je

Heka je f(x) = rae je V mexku Buranmjep ckyn na

dyukmumja F = % Mep/buBa, OHJIa Ou m f Omwra Mep/bUBa Ka0 KOJUYHUK MEpP/HUBUX: KOHCTaHTe 1 1

byuknuje F, 1j f = &
Ca ;prre CTpaHe MOTITTO je + 2= f]fgg, a KOJIMIHHK JIBe Mep/buBe (pyHKIM]je je Mep/buBa PyHKIIH]a,

CaAeIn + 2 Je MepJbUBa, Ka,ZL ro,zL cy f+gn fg mepipuse, 6e3 003upa Ha u3bop pyHknmja f u g.

JleBmjeB cTas 3.25., 60. cTpaHa.

Uneja je m1a 3a moderak HeKy o DYHKIHMja PA3BUjeMO y PeJl. SalnulIuMO

2 2 1

2 2 2 2
er 4 e er 1+672x

2 .
WL lzax € [0, +00), TO MOKEMO TIPUMEHHUTH HO3HATH PA3BOj

1 o=
T =2 (D
n=0

Ho, kako je e

Caga je jacHo 1a je

2 2 = n 72nx n —(2n+1)z?
61:2_'_6—1‘2:?2( 1 _22

n=0

Y osom gerny hemo oamax mpokoMmeHTapucatu u npumep mnoj B). Haumme, oge HE MOYKE na ce
HpUMEHU JTUPeKTHO JIeBujesB cras, jep je

Z / ‘2 yre=@nHbat dy — 400,

nOO

OBo MoOxkeMO BHJIeTH (GOPMATHUM PAIyHOM (CJMYHUM OHOM KOjUM Nemo 3aBpIIUTH 3aJaTak IMOCTe
pa3MeHe cyMe M WHTerpaJjia) WK IPOCTO MPUMETHBIIH JIa PeJl ca JeCHe CTPpaHe jeJJHAKOCTH KOjy Tpeba
J1a TOKaxKeMo He KOHBepTHupa amcoayTHo. Hapasuo, y oBoMm ciayuajy npubehn hemo m106po mo3HaToj
nocjeauin TMKa, younsinu nu3 dyHKIUja cndal OHOM KOjH ce TojaB/byje y JoKazyje Jlajonumosor
craBa 3a ajarepuupajyhe uuzone. Hanme, youiemo Hu3 yHKIH]ja

fo(x) — 2 <6712 N 673:62) ’ f1<£[}> _ 2 (675932 _ 677x2> N fn(x) — 2 <€*(4’n+1)332 . 67(4n+3)x2> .

Ba oBaj Hu3 GyHKIHUja BazxKH Ja je MO3UTUBAH W omazajyhwm, crora moxkemo mpumenunta TMK u
OKPEHYTHU PeJIocjie/] cyMe U unTerpasia. laja Baxn

—+00 “+oo

/€x2+e o /an dx—Z/fn x—io/ o—(Ant1)e 6—(4n+3)x2> dr

0

-5 (it~ i) -5 (e )

:ﬁnz:o—ﬂ‘m,



—+00

mrro je u TpeGaso soxazaru. purom cvo kopucrmin [ e~ 407 dp — \/*4/%, IITO 3HAMO U3 H03-
0

_l’_
waror OjepoBor wHTErpaia (Baxu f —2? g = ‘f) JIOK TIOCJIE/IFHha, je THAKOCT CJIeJIN W3 YUFhHeHUIIE
0

Ja je Kpajibl peJi KoHpeprenTan (a 1o 3HaMo 110 JIajOHUIIOBOM KpUTEPHjyMy), I1a MOKEMO Ha OBaj
HAYMH CYMUPATH YJaHOBE HH3A.

He Mopa Ja BaxKd. Y3MuMo HUp. f(x) = % rae je X = (0,1) u pu Jle6erosa mepa. Tama f € L'(0,1)
(jep f 75 dx Kouseprupa jep je 3 L<1),am f ¢ L3*0,1) (jep f dx He KOHBeprupa jep je 2 > 1).

He mopa ma Baxku. Y3smummo omer f(z) = \/—5, ok je X = (1,+00), a p Jleberosa mepa. Tama

feL31,00), amu f ¢ L'(1,00) (aHaI0rHO KA0 y pUMEpY MO &), ¢ THM IIITO je Cajla CHHTYJIapUTET
+00, a e 0).

He mopa na Bazxku. ¥Y3mumo mnp. f =1 ma ckymy X = (0,00) u u Jleberosa mepa.
He mopa ga Baxku. Mern npumep kao mof a) jep je u(0,1) =1 < +o0.

Baxu. Hapasno, npumenuhiemo XemnepoBy Hejeqnakoct. Hanme, Baxku cienehu Hu3 (He)je1HakocTH

X/Iflduz)(/lﬂ-ldué X/yf|3du § /13@

X

= I £lls (1(X))® < +o0,

win

jep f € L3 u u(X) < +00, Ipu 4eMy cMO HCKOPUCTHIN Xe/epoBy HejeJHAKOCT ca MapoM KoedHIiu-

jeHara (3, %)

Baxmu. Omer je moka3 mpuMenom Xemjaepose HejeqHakocTH. [lo y30py Ha BexkOe, 3amummMo 2 Kao
JuHeapHy KoMOwHanujy 1 u 3: 2 = % -1+ % - 3. Tanma je

/|f|2du =/rf|%'1+%'3du=/|f|5|fﬁdu
X X X
2

X/Ifldu X/|fr3du < too,

jep f € L' N L3, nupu wemy cmo kopucruiu XeJieposy HejejHakocT 3a nap koedgunujenara (2, 2).
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