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1. Neka je X 6= ∅ proizvo	an skup.

a) [3] Definisati σ-algebru na skupu X.

b) [8] Neka je A ⊆ X, A 6= ∅ proizvo	an skup. Definiximo

M = {B ⊆ X | B ⊆ A} ∪ {B ⊆ X | B{ ⊆ A}.

Ispitati da li je M jedna σ-algebra na X.

v) [2] Opisati M u sluqaju A = X.

g) [6] Neka je dodatno A 6= X. Dokazati da je funkcija µ : M→ [0,+∞]

µ(C) =

{
0, C ⊆ A;

k, C{ ⊆ A

dobro definisana i odrediti k 6= 0 tako da ona buda mera.

d) [4] Objasniti da li je mera µ kompletna.

2. a) [3] Definisati Lebegovu meru.

b) [10] Ako je A ⊆ [0, 1] Lebeg mer	iv skup, pokazati da za svako ε > 0 postoji otvoren skup G
takav da je A ⊂ G i m(G)−m(A) < ε.

v) [5] Ako je A ⊆ [0, 1] Lebeg mer	iv skup, da li tada va�i m(A) = m(A)?

3. Neka je dat prostor sa merom (X,M, µ).

a) [8] Ako su f i g mer	ive funkcije, dokazati da su tada f + g i fg mer	ive.

b) [8] Ako su f +g i fg mer	ive i pozitivne funckije, da li su onda i funkcije f, g, 1
f
, 1
g
i 1

f
+ 1

g

mer	ive?

4. a) [10] Levijev stav (formulacija i dokaz).

b) [10] Dokazati da je
+∞∫
0

2

ex2 + e−x2
dx =

√
π

+∞∑
n=0

(−1)n√
2n+ 1

.

v) [3] Mo�e li se zadatak b) rexiti primenom Levijevog stava?

5. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom. Dokazati ili opovrgnuti slede�a tvr�e�a

a) [3] Ako f ∈ L1(X), tada f ∈ L3(X).

b) [3] Ako f ∈ L3(X), tada f ∈ L1(X).

v) [3] Ako f ∈ L∞(X), tada f ∈ L1(X).

g) [3] Ako je µ(X) < +∞, tada za f ∈ L1(X) va�i f ∈ L3(X).

d) [3] Ako je µ(X) < +∞, tada za f ∈ L3(X) va�i f ∈ L1(X).

�) [5] Ako f ∈ L1(X) ∩ L3(X), tada f ∈ L2(X).



Rexe�a

Navodimo rexe�a samo onih zadataka qiji odgovori ne postoje u k�izi. Za sve ostale odgovore
navodimo definicije i teoreme iz k�ige autora prof. dr Drago	uba Keqki�a. Naravno, ni jedno ni

drugo nisu jedina rexe�a.

1. a) Definicija 2.2., strana 11., tre�i deo.

b) M jeste σ-algebra:

(1) ∅ ∈M zato xto je ∅ ⊆ A.

(2) Neka B ∈ M. Treba pokazati B{ ∈ M. Ako je B ⊆ A onda je (B{){ = B ⊆ A, pa B{ ∈ M.
Ako je B{ ⊆ A onda trivijalno va�i B{ ∈M.

(3) Neka Bn ∈ M, za sve n ∈ N. Treba pokazati
∞⋃
n=1

Bn ∈ M. Ako za sve n ∈ N va�i Bn ⊆ A,

onda va�i i
∞⋃
n=1

Bn ⊆ A, pa sledi
∞⋃
n=1

Bn ∈M. S druge strane, ako postoji neko n0 ∈ N tako

da B{
n0
⊂ A, onda sledi

(
∞⋃
n=1

Bn

){

=
∞⋂
n=1

B{
n ⊆ B{

n0
⊆ A, pa opet zak	uqujemo

∞⋃
n=1

Bn ∈M.

v) Ako je A = X onda za svaki skup B ⊆ X va�i B ⊆ A, dakle P(X) ⊆M. Poxto je po definiciji
M ⊆ P(X) sledi jednakost M = P(X).

g) Dobra definisanost: neka je C ∈M proizvo	an skup. Onda po definiciji familije M va�i
C ⊆ A ili C{ ⊆ A. Kada bi va�ile obe inkluzije onda bi sledilo C ∪ C{ = X ⊆ A, xto nije
taqno po pretpostavci zadatka. Dakle, svaki skup C ∈M zadovo	ava samo jedan uslov od dva
uslova po kojima je µ definisana. To znaqi da je µ dobro definisana funkcija. Odredimo k
da bi µ bila mera. Prvi uslov µ(∅) = 0 va�i. Treba jox obezbediti

µ

(
∞⊔
n=1

Bn

)
=
∞∑
n=1

µ(Bn),

za proizvo	ne disjunktne skupove Bn ∈M. Poxto jeM jedna σ-algebra, onda va�i
∞⊔
n=1

Bn ∈M.

Ako je
∞⊔
n=1

Bn ⊆ A, onda je µ

(
∞⊔
n=1

Bn

)
= 0 i zbog uslova Bn ⊂

∞⊔
n=1

Bn ⊆ A sledi i µ(Bn) = 0,

za sve n ∈ N. Odatle jasno va�i aditivnost funkcije µ, za svako k. Pretpostavimo sada da

je (
∞⊔
n=1

Bn)
{ ⊆ A. Dakle, µ

(
∞⊔
n=1

Bn

)
= k. Primetimo da iz ove inkluzije sledi da postoji

n1 ∈ N tako da je B{
n1
⊆ A, pa je µ(Bn1) = k. Neka je N skup svih j za koje je B{

nj
⊆ A. Tada je

∞∑
n=1

µ(Bn) =
N∑
j=1

µ(Bj) = Nk. Da bi va�ila aditivnost mere, zak	uqujemo kN = k. Poka�imo

sada N = 1. Naime, ako postoje n1 i n2 takvi da je B{
nj
⊆ A, j = 1, 2 onda je i B{

n1
∪ B{

n2
⊆ A.

Me�utim, iz uslova Bn1 ∩ Bn2 = ∅ sledi B{
n1
∪ B{

n2
= X. Dakle, X ⊆ A, xto je nemogu�e po

postavci zadatka. Sledi, N = 1 i k mo�e biti proizvo	na konstanta iz skupa (0,+∞].

d) Neka je E ∈M proizvo	an skup takav da je µ(E) = 0. Treba pokazati da za svako F ⊆ E va�i
F ∈ M. Poxto je µ(E) = 0, na osnovu definicije mere µ sledi E ⊆ A, dakle F ⊆ A pa va�i
F ∈M. Dakle, mera µ jeste kompletna.

2. a) Definicija 2.26. Lebegova mera, strana 28.

b) Stav: aproksimacija Lebeg mer	ivih skupova, stav 2.30.a), strana 32.

v) Ne mora da va�i. Neka je A = Q ∩ [0, 1]. Tada je m(A) = 0, dok je m(A) = 1, jer je A = [0, 1].
Navedimo i jox jedno mogu�e rexe�e: Kantorov skup K. Znamo da je m(K) = 0, a da je on
svuda gust u [0, 1], pa je K = [0, 1], tj. m(K) = 1.



3. a) Stav 3.5.a), strana 41.

b) Neka je f(x) =

{
1, x ∈ V
2, x ∈ [0, 1]\V

i g(x) =

{
2, x ∈ V
1, x ∈ [0, 1]\V

, gde je V neki Vitalijev skup na

[0, 1]. Tada je f + g ≡ 3 i fg ≡ 2. Konstantna funkcija je Lebeg mer	iva, pa su i f + g i fg
Lebeg mer	ive, ali ni f ni g nisu mer	ive. Tako�e ni 1

f
nii 1

g
nisu mer	ive. Naime, da je

funkcija F = 1
f
mer	iva, onda bi i f bila mer	iva kao koliqnik mer	ivih: konstante 1 i

funkcije F, tj f = 1
F
.

Sa druge strane, poxto je 1
f
+ 1

g
= f+g

fg
, a koliqnik dve mer	ive funkcije je mer	iva funkcija,

sledi 1
f
+ 1

g
je mer	iva kad god su f + g i fg mer	ive, bez obzira na izbor funkcija f i g.

4. a) Levijev stav 3.25., 60. strana.

b),v) Ideja je da za poqetak neku od funkcija razvijemo u red. Zapiximo

2

ex2 + e−x2
=

2

ex2
1

1 + e−2x2
.

No, kako je e−2x
2
6 1 za x ∈ [0,+∞), to mo�emo primeniti poznati razvoj

1

1 + t
=

+∞∑
n=0

(−1)ntn.

Sada je jasno da je

2

ex2 + e−x2
=

2

ex2

+∞∑
n=0

(−1)ne−2nx2 = 2
+∞∑
n=0

(−1)ne−(2n+1)x2 .

U ovom delu �emo odmah prokomentarisati i primer pod v). Naime, ovde NE MO�E da se
primeni direktno Levijev stav, jer je

+∞∑
n=0

+∞∫
0

∣∣∣2(−1)ne−(2n+1)x2
∣∣∣ dx = +∞.

Ovo mo�emo videti formalnim raqunom (sliqnim onom kojim �emo zavrxiti zadatak posle
razmene sume i integrala) ili prosto primetivxi da red sa desne strane jednakosti koju treba
da doka�emo ne konvergira apsolutno. Naravno, u ovom sluqaju pribe�i �emo dobro poznatoj
posledici TMKa, uoqivxi niz funkcija sliqan onom koji se pojav	uje u dokazuje Lajbnicovog
stava za alterniraju�e nizove. Naime, uoq�emo niz funkcija

f0(x) = 2
(
e−x

2 − e−3x2
)
, f1(x) = 2

(
e−5x

2 − e−7x2
)
, . . . , fn(x) = 2

(
e−(4n+1)x2 − e−(4n+3)x2

)
, . . .

Za ovaj niz funkcija va�i da je pozitivan i opadaju�i, stoga mo�emo primeniti TMK i
okrenuti redosled sume i integrala. Tada va�i

+∞∫
0

2

ex2+e−x2
dx =

+∞∫
0

+∞∑
n=0

fn(x) dx =
+∞∑
n=0

+∞∫
0

fn(x) dx =
+∞∑
n=0

+∞∫
0

2
(
e−(4n+1)x2 − e−(4n+3)x2

)
dx

= 2
+∞∑
n=0

( √
π

2
√
4n+ 1

−
√
π

2
√
4n+ 3

)
=
√
π

+∞∑
n=0

(
1√

4n+ 1
− 1√

4n+ 3

)

=
√
π

+∞∑
n=0

(−1)n√
2n+ 1

,



xto je i trebalo dokazati. Pritom smo koristili
+∞∫
0

e−(4n+1)x2 dx =
√
π

2
√
4n+1

, xto znamo iz poz-

natog Ojlerovog integrala (va�i
+∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2
), dok posled�a jednakost sledi iz qi�enice

da je kraj�i red konvergentan (a to znamo po Lajbnicovom kriterijumu), pa mo�emo na ovaj
naqin sumirati qlanove niza.

5. a) Ne mora da va�i. Uzmimo npr. f(x) = 1√
x
gde je X = (0, 1) i µ Lebegova mera. Tada f ∈ L1(0, 1)

(jer
1∫
0

1√
x
dx konvergira jer je 1

2
< 1), ali f /∈ L3(0, 1) (jer

1∫
0

1

x
3
2
dx ne konvergira jer je 3

2
> 1).

b) Ne mora da va�i. Uzmimo opet f(x) = 1√
x
, dok je X = (1,+∞), a µ Lebegova mera. Tada

f ∈ L3(1,∞), ali f /∈ L1(1,∞) (analogno kao u primeru pod a), s tim xto je sada singularitet
+∞, a ne 0).

v) Ne mora da va�i. Uzmimo npr. f ≡ 1 na skupu X = (0,∞) i µ Lebegova mera.

g) Ne mora da va�i. Isti primer kao pod a) jer je µ(0, 1) = 1 < +∞.

d) Va�i. Naravno, primeni�emo Helderovu nejednakost. Naime, va�i slede�i niz (ne)jednakosti

∫
X

|f | dµ =

∫
X

|f | · 1 dµ 6

∫
X

|f |3 dµ

 1
3
∫
X

1
3
2 dµ

 2
3

= ‖f‖3 (µ(X))
2
3 < +∞,

jer f ∈ L3 i µ(X) < +∞, pri qemu smo iskoristili Helderovu nejednakost sa parom koefici-
jenata

(
3, 3

2

)
.

�) Va�i. Opet je dokaz primenom Helderove nejednakosti. Po uzoru na ve�be, zapiximo 2 kao
linearnu kombinaciju 1 i 3: 2 = 1

2
· 1 + 1

2
· 3. Tada je∫

X

|f |2 dµ =

∫
X

|f |
1
2
·1+ 1

2
·3 dµ =

∫
X

|f |
1
2 |f |

3
2 dµ

6

∫
X

|f | dµ

 1
2
∫
X

|f |3 dµ

 1
2

< +∞,

jer f ∈ L1 ∩ L3, pri qemu smo koristili Helderovu nejednakost za par koeficijenata (2, 2).


