Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u uarerpamuje (P u JI cMep) - ucnutHu pok cenrembap 3
30.9.2020.

1. Heka je (X, 90, 1) upocTop ca MepoOM.

a) [10] JokasaTn HENPEKUTHOCT 0030 U YCJIOBHY HENPEKUIHOCT OJI03T0 MEPE [i.

6) [5] TlpumepoM mokazaTw Ja je yCJIOB KOHAYHOCTH Mepe CKYNOBa HEOIXOJAH YCJIOB 34 HENPEKHIHOCT
Mepe 0JI0310.

B) [b] Hokazaru u(lim F,) < lim p(FE,), tae cy E, € 9, n € N 1pousBospbHE CKYIOBH.

n—oo n—oQ

2. Heka je (R, 9, 1) npoctop ca mepom u f,g: R — R ase dynkimje.

a) [5] Ako je f mepspuBa, a g HenmpekuIHa (DyHKIHja, TOKa3aTu 1a je g o f MepspuBa dbyHKIIH]A.
6) [5] Ako je f mepspuBa, a g HenpekuHa (yHKIHKja, Mopa au f o g 6uTn MepsbuBa DyHKIH]A.
B) [5] Moxe nim Komnosummja aBe HeMepsblBe GyHKIHje OuTn Mep/buBa dyHKIHja?

[5]

5| Mozxe jin KOMIIO3UIHja JiBe HENpeKuHe (hyHKIMje OnTn Hemep buBa (DYyHKIHja”!

)
)
)
r)
3. a) [15] Teopema o momunanTHOj KOHBepreHnuju (opmysianuja u 10Ka3).

6)

[5] Ha am ce ma nuz dynxmuja fo(r) = £x(0,)(7) Moxke npumenntn TIK na upocropy ca mepom
(R, 9, 1), tme cy O u o penom JleGeropa o-anrebpa, ogHocHO JleGerosa mepa?

B) [10] spauynaru
_ 3nsin? zlog(z + 5)
lim

3
n—o00 6 + 77125['2
R

X[0,1] (x)dzx.

W

. Hexka je (X, 9, u) upocrop ca mepom.

a) [5] Hokasatu XesaepoBy HejeTHAKOCT.

6) [10] Heka je LE(R) = {f | [|f(z)[P(14]|z])*? dx < 400} (upu yemy dbyuxuujy f nmoucrosehyjemo ca
R

EEHOM KJIACOM €KBHBAJIEHIH]je, [0 peanuju ~ Kao Koj LP npocropa), rie je 1 < p < 400 u ag > 1,
rjae je % + % = 1. /lokazaTu na je

LP(R) C LY(R) N LP(R).
5. Heka je (X, 90, 1) mpocTOp ca MEpOM.

a) [b] Jdedunncarn kouseprennnjy umsa dynkuuja f, : X — R mo mepum p. Jatm npumep Husa
¢dyHKIIMja KOju KOHBEpPrupa 10 MepU U JOKA3aTH JIa je OH UCIpPaBaH.

6) [10] Onucaru Be3y usmel)y KOHBepreHIuje IO MEPH U PABHOMEDHE KOHBEpPIeHIIHje.

Hamomena: V yriacTum 3arpajiamMa je HaBeJeHO KOJHWKO CBaKW Je0 3ajJaTKa HOCH MoeHa. Bpewme 3a m3pamay
3ajtaTtaka je 180 MunHyTA.



a)
6)

B)

Pewerva:

Cras 2.20 (ii), (iii).

Heka je E,, = (n,00) u mepa JleGeropa. Tana je m (ﬂ En> = m(0) = 0. Ca apyre cTpane Baxu
n=1
m(E,) = oo na je n ingm(En) = 00.
ne

o (o.) o0
lim E, = |J () Bk Hexkaje A, = (| Ej. Cneqn A,, C A, 11. Taja HA OCHOBY HENPEKUTHOCTH Mepe

n—o0 n=1k=n k=n

010310 Baxku lim p(A,) = u ( U An) . Hakue
n—oo n=1

p(lim E,) = p (U An) = lim p(4,) = lim p(4,) < lim p(E,).

n—00
n=1

[Tocnenma HejeqnakocT Bazku 30or ycaosa A, C F,.

Cras 3.6. mox (0).

He mopa, eBo mpumepa (ca Be:xxk6m). Hexa je ¢ : [0,1] — [0,2] dyukunja gedunucana ca i(x) =
x + s(x), rae je s : [0,1] — [0,1] Kanroposa cuurynapra dyukuuja. Axo je K C [0,1] Kanropos
cKyl oHza ce Moke mokasaru ga je m(¢¥(K)) = 1, tae je m Jleberosa mepa. 3aro moctoju Jleber
wemepsbuB ckyn N C ¢(K). Caga Heka je

f=Xprvy 1 g= (U

[Tomro je N C ¥(K) onga je ¢ 1(N) C K. Kako je Kanropos ckyn Mepe nyJa, a JleGerosa mepa
KOMILIeTHA, oHjia je u ckyn 1 (N) JleGer mepsbus. Jlakie, bynkuuja f je JleGer-mepsbusa. [lomro
je dyuknmja v HenpekuHa W OMjeKIMja OHJIA je W IheHa WHBEpP3HA (PYHKIHja TaKohe HEmpeKuHA.
Hakne, dynknuja g je nenpekugana. Jla je komnosunuja f o g Jleber mep/buBa dpyHkImja, onjga o6u u
UHBep3Ha cauKa Tadke ouia Jleber Mmep/buB ckyn. Mehyruwm,

(fog)'({1H =g (fT'({1})) = g7 (7' (N)) = (¥~ (N)) = N,
mro je Jleber nemepsbup ckym. Jlakie, komnosummja f o g muje Jleber mepsbuBa GyHKIH]A.
Vaehemo mpumep Hajjenuocrasamjer npocropa ca Mmepom I = {0, X} u u(X) = 1. Ha oBoMm mpocropy
1, x > 0;
-1, z <0.
Hakne, dyuknuje f u g aucy IMM-mepsbuse, anu komnosurmja f o g(z) = 1 je koncranTHa yHKIH]a,
na jecte J-MepJbHUBA.

jemwne Mepsbuse dbyHkunmje cy KoHcrantae. Heka je X = R, f(x) = |z| u g(z) =

Heka je oner X = R, M = {0,R} u pu(R) = 1. [akme, cBe uenpexkugne GbyHKIHje KOje HUCY
koHcTaHTHEe cy M-HemepspuBe. Heka je f(r) = = u g(x) = e*. Taxa je u HUXOBA KOMIO3HUIILja
IM-HemepJbUBa.

Teopema 3.24.

He moxke. Hanmme, me nocroju uurerpabusna gomunanta gynknuje f,(r) (cBu ocraau yciosu cy

sazoBosbenn). Moxemo npumerntn ga je lim [ f,(z)dz # [ lim f,(z)dx. Hapasuo, 3a cee z € R

Baku na je lim f,(x) = 0. Oso je TpuBmjasHO 3a HeraTupHe T, oAHOCHO 3a x = 0. 3a x > 0,
n—oo

X[om)(z) — 1 kama n — oo. Ho, 3a duxcupano x € R, paxu ga je lim £ = 0. [lakre, qecra crpama

n—oo

je jemnaka 0. JleBy cTpany MO2KeMO U3padyHaTH 10 JePUHATHH:

1 2|n 1 2
lim [ fu(x)dz = lim Tdr = lim ~2 ] =lim -2 = to0.
n—00 n—00 n n—oo N 0 n 2

R 0

N3 oora pupekTHO 3aK/byuyjemo aa Huje moryhe npuMmenutn T/IK na HaBemenu HE3 (DyHKIH]A.



B)

1

. . 3n sin? xlog(z+5)

[IpuvernMo HAJIpe Ja HABEJIEHN MHTErpaj MOXKEMO 3aMeHHTH ca lim [ =508 g,
n—00 | 6-+7n2z2

|sin* zlog(x + 5)| < 1-log6 = log6. C apyre crpame, mpuMennvo Al HejeqHAKOCTH, 100HjaMo 1a

6+ Tn2z2 > 2V6 - Tn2x> = 2v/42nz1, na je ’ n__ |l 3 —
] 6+7n2z2 2v/42nz %

Tana je

3. Tume cMO OKA3a/Id 112
2v/42z1
je

3nsin® zlog(x + 5) ’ o 3log6
6 + Tn%x? Nz
1
a OBO jecTe WHTerpabW/IHa JOMUHAHTA jep f 4 < 400 360r % < 1. Hapano, nogmHTerpaJHe
o z*

dyukimje cy mepsbuse, 1na npumenoM TJIK 3aksbyuyjemo ja je

3nsin' 1 5 3nsin' 1 5
lim nsin® zlog(z + )X[o,l](ﬁ)CWZ/ i Snsin @ og(z +5)

X[1](7)dz,
noee ) 6 + 7nx? n—eo 6 + 7nx? o)

R

HO 3a (PUKCUPAHO T JIAMEC 110jl MHTerpajoM Ha jecHoj crpanu usnocu  (nmenunar je pega n?,
opojuiar pega n). Oxatie je Tpazxkenu pesyiarar jemHax 0.

4.2. na crpanu 70.

Y3amemo npoussosbro f € LP(R). la Baxku L2 (R) C LP(R) nokasyjemo JIaKO: JOBOJBHO je IPUMETUTH
naje (14|z[)*? > 1jep je ap > 0. Camum tun je || fI|2 = [ | f(x)[Pdz < [|f(z)P(14|2z])*? dz < 400,
R R

onakie f € LP(R). Jlpyru meo hemo ouekmBaHO mokazaTu KopuithemeM XeJaepoBe HejeHAKOCTH.
Baxu caenehu un3 (mpumvennim ¢cmMo XeJiepoBy HejeaHAKOCT 3a nap (p,q)):

||f||1:/|f(x)|dx=/|f($)’(1+|$Damdx

< / F@) P+ |a)) de / ﬁd ,

a M3 KOHAYHOCTH IIPBOT YMHHUOIIA IIO YCJOBY 33JaTKa, OJHOCHO YHIbEHUIlE Ja U3 g > 1 nmamo

KOHAQYHOCT W APYI'OI' YMHUOIA (aCI/IMHTOTCKI/I Ce IIOHaIla Kao lxl;aq

cunrynapurern). Onarie gobujamo na f € L'(R), uume je 3a1arak 3aBpiieH.

KaJ * — 00, MTO Cy jeJuHU

Jedunuruja 4.16.

Pasnomepna KonBeprennuja nu3a f, Ka GyHKIUjH f TOBIAYN KOHBEPTEHIU]Y O MEpPH, 3aTO IITO 3a
pou3Bo/bHO € > 0 movesmm o1 HeKor ng € N 3a cBe n > ng u ce x € X Baxku |f,(z) — f(x)] < e
Taxe, 3a ce n > ng je {x € X||fu(z) — f(z)| > €} = 0, na u p{z € X||fu(z) — f(z)] > €} = 0.
[IpesrackMm Ha JiuMec Mepa, u auMec je myaa. OOpHyTo He Mopa Ja Baxku. [locmaTrpamMo Hu3 pyHKIHTja
Jrm = X[i=1 k), L€ jel <k <m,méeN, nackyny X = [0,1]. Obaj HU3 KOHBEpPrUpa MO MepH Ka
f =0, ann He KOHBeprupa paBHOMEPHO 3aTO IMITO He KOHBEPrupa HU Tavka mo tadka ([Ipumepn 4.9.
2° y ku3u wim npumep 3. y dajay 8.5.).



