
Studentska pita�a iz Analize 1 i odgovori

1. Da li postoji funkcija f koja je neprekidna bijekcija, ali da f−1 nije neprekidna?

Odgovor. Da. Primer je funkcija f : [0, 1) ∪ [2, 3)→ [0, 1) data sa

f(x) =

{
x/2, x ∈ [0, 1),

(x− 1)/2, x ∈ [2, 3).

Ova funkcija je neprekidna u svakoj taqki svog domena i bijekcija je. Me�utim, �ena
inverzna funkcija f−1 : [0, 1)→ [0, 1) ∪ [2, 3) je data sa

f−1(x) =

{
2x, x ∈ [0, 1/2),

2x+ 1, x ∈ [1/2, 1).

Ova funkcija ima prekid u taqki 1/2.

2. Da li postoji funkcija f koja je neprekidna bijekcija, takva da f−1 nije
neprekidna, ali da su domen i kodomen isti skup?

Odgovor. Da. Najjednostavniji je primer funkcija f(x) = x pri qemu f : (R, dd)→
(R, dst). Dakle, metrika na domenu je diskretna, a metrika na kodomenu je standardna.
Poxto je u diskretnoj metrici svaki skup otvoren skup, sledi i da je svaka funkcija
sa domenom u diskretnoj metrici neprekidna. Me�utim, inverzna funkcija f−1 :
(R, dst) → (R, dd) tako�e data sa f−1(x) = x nije neprekidna. Naime, inverzna slika
taqke, koja je otvoren skup u diskretnoj metrici, je ista ta taqka i ona nije otvoren
skup u standardnoj metrici.

3. Da li postoji funkcija f koja je neprekidna bijekcija, takva da f−1 nije
neprekidna, ali da su domen i kodomen isti skup sa istom metrikom?

Odgovor. Da. Posmatramo funkciju

f : [0, 1) ∪ [2, 3) ∪ · · · → [0, 1) ∪ [2, 3) ∪ · · ·

definisanu sa

f(x) =



x/2, x ∈ [0, 1),

(x− 1)/2, x ∈ [2, 3),

x− 2, x ∈ [4, 5),
...

x− 2, x ∈ [2n, 2n+ 1),
...

Ova funkcija je neprekidna u svakoj taqki domena i bijekcija je, ali f−1 ima prekid
u taqki y = 1/2 xto se pokazuje kao u prvom primeru.
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4. Neka je data diferencijabilna funkcija f : (a, b) → R. Pokazati da je f strogo
rastu�a ako i samo ako je f ′(x) ≥ 0, za sve x ∈ (a, b), a skup

{x ∈ (a, b) | f ′(x) > 0}
svuda gust u (a, b).

Odgovor. Neka je f strogo rastu�a. Na osnovu definicije prvog izvoda sledi f ′ ≥ 0.
Pretpostavimo suprotno, da dati skup nije gust u (a, b). Tada postoji taqka c ∈ (a, b)
i postoji otvorena okolina u oko taqke c koja ne seqe dati skup. Dakle, za sve x ∈ u
va�i f ′(x) = 0. Na interval u mo�emo primeniti Lagran�ovu teoremu o sred�oj
vrednosti, pa sledi da je f konstantna funkcija na u. To je kontradikcija, jer je data
strogo rastu�a funkcija.
Sa druge strane, neka je f ′ ≥ 0 i dati skup svuda gust u (a, b). Na osnovu Lagran�ove

teoreme sledi da je f rastu�a. Pretpostavimo suprotno, da f nije strogo rastu�a, tj.
da postoje taqke x1 < x2 takve da je f(x1) = f(x2). Poxto je rastu�a, f mora biti
konstantna funkcija na intervalu [x1, x2]. Dakle, na tom intervalu je f ′ = 0, pa dati
skup nije gust u (a, b).

5. Dati primer funkcije koja je neprekidna svuda osim na skupu racionalnih
brojeva (u standardnoj metrici na R).

Odgovor. Primer takve funkcije je poznata Rimanova funkcija r : R → R defin-
isana sa

r(x) =

{
0, x = 0, x ∈ R\Q,
1
n , x = m

n , NZD(m,n) = 1.

Poka�imo prvo da je r prekidna u svim racionalnim brojevima razliqitim od
nule. Neka je q = m

n ∈ Q proizvo	an racionalan broj i m 6= 0. Iskoristimo Haj-
neov princip prelaska na nizove. Sigurno postoji niz iracionalnih brojeva pn koji
konvergira ka q, ali f(pn) = 0 je konstantan nula niz koji ne konvergira ka f(q) = 1

n .
Poka�imo sada da je r neprekidna u proizvo	nom iracionalnom broju p. Neka je

ε > 0 proizvo	no. Treba na�i δ > 0 tako da za sve x ∈ R takve da je |x− p| < δ va�i
i |r(x)− r(p)| < ε. Za sve x ∈ R\Q imamo r(x) = r(p) = 0, dakle za �ih sigurno va�i
tra�ena implikacija. Zato mo�emo pretpostaviti x ∈ Q. Na osnovu Arhimedove
aksiome postoji n0 ∈ N takvo da je n0 > 1/ε. Neka je

a = sup{c ∈ Z | c ≤ pn0}.
Dakle,

a− 1 < pn0 < a+ 1

tj.

p ∈ (
a− 1

n0
,
a+ 1

n0
).

Posmatramo skup A svih racionalnih brojeva m/n na intervalu (a−1n0
, a+1

n0
) takvih

da je 0 < n ≤ n0. Dakle, ovaj skup je konaqan.
Ako je A neprazan skup, neka je

d = min{|p− y| | y ∈ A}.
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(Poxto je A konaqan skup ovaj minimum se dosti�e.) Dakle, d > 0. Tada je

B = (
a− 1

n0
,
a+ 1

n0
) ∩ (p− d, p+ d)

otvoren interval koji sadr�i p. Neka je δ > 0 dovo	no malo tako da va�i (p−δ, p+δ) ⊂
B. Tada za sve racionalne brojeve x takve da je |x− p| < δ va�i |x− p| < d, tj. x /∈ A.
Zato je x = m/n za neko n > n0, pa je

|r(x)− r(p)| = 1/n < ε

i time je pokazana neprekidnost u iracionalnom p.
Ako je A prazan skup onda neka je B = (a−1n0

, a+1
n0

). Da	e isto.
Sliqno se pokazuje i neprekidnost u taqki p = 0.


