
Matematiqke metode kvantne mehanike
let�i semestar 2020.

Klasiqna fizika

1. Drugi �utnov zakon. Hukov zakon. Plank-Ajnxtajnov zakon. Opisati uslove u
kojima va�e sva tri.

2. Opisati brzinu i ubrza�e qestice u funkciji polo�aja, u zavisnosti od vremena.

Diferencijalna geometrija

1. Dokazati da trajektorije solenoidnog vektorskog po	a quvaju formu zapremine.

2. Dokazati da je funkcija H : T ∗M → R konstantna na povezanoj Lagran�evoj
podmnogostrukosti L ⊂ T ∗M ako i samo ako je Hamiltonovo vektorsko po	e XH tan-
gentno na L. Da li isto va�i za proizvo	nu simplektiqku mnogostrukost?

3. Pokazati da je:
a) LXω = 0 ako i samo ako je forma ω invarijantna u odnosu na tok vektorskog po	a
X,
b) LfXω = fLXω + df ∧ ιXω, gde je f proizvo	na funkcija i
v) LfXω = LXfω, gde je ω forma zapremine.

Funkcionalna analiza

1. Neka je A simetriqan operator na Hilbertovom prostoru. Dokazati da su �egove
sopstvene vrednosti realni brojevi i da razliqitim sopstvenim vrednostima odgo-
varaju ortogonalni sopstveni vektori (ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod
zadan na Hilbertovom prostoru).
Dokazati da je operator qije su sve sopstvene vrednosti realne simetriqan.

2. Dokazati da je Lp(R) Hilbertov prostor ako i samo ako je p = 2.

Kvantna mehanika

1. Neka je dat Hilbertov prostor kompleksnih funkcija (npr L2(R)), gde je skalarni
proizvod definisan sa

< ψ, φ >=

∫
R
ψφ∗dx.

Dokazati da su slede�i operatori na tom prostoru simetriqni:
a) q̂ψ = x · ψ,
b) p̂ψ = −i~∂ψ∂x , gde je ~ realna konstanta,

v) V̂ ψ = V (x)ψ, gde je V (x) = k
2x

2 potencijalna energija sistema,

g) Ĥψ = − ~2
2m

∂2ψ
∂x2

+ V̂ ψ, gde je V̂ dato pod v).

2. Neka je funkcija ψ(x, t) = ϕ(x)f(t) rexe�e Xredingerove jednaqine

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
.
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a) Pokazati da je f(t) = e−iEt/~, gde je E ∈ R sopstvena vrednost, a ϕ sopstveni vektor

operatora Ĥ.
b) Ako je V = const (odgovara slobodnoj qestici) pokazati da je ϕ linearna kombi-
nacija funkcija eixξ i e−ixξ gde je ξ2 = 2m(E − V )/~2.
v) Ako je V 6= const i ako rexe�e jednaqine tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~, gde se
funkcija S naziva fazna funkcija, pokazati da je dS(R) = H−1(E), do na O(~).

g) Ako rexe�e jednaqine tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~a(x), gde se funkcija a
naziva funkcija amplitude, pokazati da va�i aS′′+ 2a′S′ = 0 (homogena transportna
jednaqina), do na O(~2).
d) Ako rexe�e jednaqine tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~(a0(x) + ~a1(x)), pokazati
da va�i a1S

′′ + 2a′1S
′ = ia′′0 (nehomogena transportna jednaqina), do na O(~3).

3. Odrediti sopstvene vektore i pridru�ene sopstvene vrednosti svih operatora
iz zadatka 1. Za operator Ĥ iskoristiti zadatak 2. pod v) i pretpostaviti da ~ te�i
nuli.

4. Neka je data slobodna qestica u 1-dimenzionom kvadru du�ine L. Funkcija
sta�a ove qestice je sopstvena funkcija operatora Ĥ i ne zavisi od vremena t, dakle
ψ(x, t) = ψ(x). Verovatno�a da se qestica nalazi u polo�aju x = 0 i x = L je nula.
a) Koliko je ψ(0) i ψ(L) i zaxto?
b) Koriste�i poqetne uslove kao i da je potencijalna energija qestice jednaka nuli,

pokazati da su normalizovane sopstvene funkcije date sa ψn(x) =
√

2
L sin nπ

L x.

v) Pokazati da su odgovaraju�e sopstvene vrednosti date sa En = n2~2π2

2mL2 .

g) Odrediti verovatno�u da se qestica nalazi izme�u x = L
3 i x = L

2 . Za kakvo n, tj.
za koju funkciju sta�a, je ta verovatno�a najve�a?
d) Kolika je oqekivana vrednost kinetiqke energije qestice opisane proizvo	nim
sta�em ψn? Objasniti zaxto.
�) Ako se qestica opisuje sta�em ψ1, odrediti oqekivanu vrednost impulsa qestice.

5. Homogena transportna jednaqina ka�e da je vektorsko po	e a2∇S solenoidno,
gde je dS(Rn) ⊂ H−1(E). Pokazati da je homogena transportna jednaqina ekvivalentna
tome da je forma π∗a2dx invarijantna u odnosu na tok vektorskog po	a XH restriko-
vanog na dS(Rn), gde je π : T ∗Rn → Rn projekcija.
6. a) Dati primer kompleksne funkcije ψ(x), x ∈ R takve da |ψ|2 mo�e biti gustina

verovatno�e polo�aja qestice.
b) Izraqunati oqekivanu vrednost polo�aja qestice, ako se sta�e qestice opisuje
funkcijom pod a).

Linearna algebra

1. Dokazati da bilinearno koso-simetriqno preslikava�e na neparno-dimenzionom
vektorskom prostoru ima neprazno jezgro.

2. Dokazati da je vektorski prostor koji dopuxta kompleksnu strukturu parne
dimenzije.
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3. Pokazati da je Ψ ∈ M(2n,R) linearni simplektomorfizam (Ψ∗ω0 = ω0) ako i

samo ako je ΨT J0Ψ = J0, gde je J0 =

(
0 −I
I 0

)
i ω0 =

(
0 I
−I 0

)
.

4. Dokazati da je determinanta simplektiqke matrice jednaka 1.

5. Pokazati da Ψ ∈ GL(2n,R) quva kompleksnu strukturu (ΨJ0 = J0Ψ) ako i samo
ako Ψ ∈ GL(n,C).

Lijeve algebre

Definicija. Lijeva algebra je vektorski prostor V sa pridru�enim bilin-
earnim preslikava�em (Lijeve zagrade) [·, ·] : V × V → V tako da va�i:
- kosa-simetriqnost ([u, v] = −[v, u]);
- Jakobijev identitet ([[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] = 0).

Primer. (R3, [u, v] = u× v) je Lijeva algebra.

Primer. Skup svih vektorskih po	a na glatkoj mnogostrukosti X(M) je Lijeva
algebra, gde je [X,Y ] = XY − Y X (Lijev izvod vektorskog po	a).

1. Ako je G Lijeva grupa, tada je g := TIG pridru�ena Lijeva algebra. Pokazati
da je Lijeva algebra Lijeve grupe:
a) GL(n,R)- gl(n) = Mn(R);
b) SL(n,R) = {A ∈Mn(R)| detA = 1} - sl(n) = {X ∈Mn(R)|trX = 0};
v) SO(n,R) = {A ∈Mn(R)|AAT = ATA = I, detA = 1} - so(n) = {X ∈Mn(R)|X+XT =
0};
g) U(n,C) = {A ∈Mn(C)|AA∗ = A∗A = I} - u(n) = {X ∈Mn(C)|X +X∗ = 0};
d) Sp(2n,R) = {A ∈M2n(R)|AT J0A = J0} - sp(2n) = {X ∈M2n(R)|J0X +XT J0 = 0}.
�) Odrediti dimenzije ovih Lijevih grupa.

2. Lijeva teorema: Svaka konaqno dimenziona Lijeva algebra odgovara jedinstvenoj
prosto povezanoj Lijevoj grupi. Dokazati.

Napomena. Uslov prosto-povezanosti je neophodan jer so(3) ∼= su(2) ∼= R3, ali
SO(3) i SU(2) nisu ni homeomorfne.

3. Dokazati da Lijevoj algebri R3 odgovaraju Lijeve grupe SO(3) i SU(2). Koja od
�ih nije prosto povezana?

4. Neka je g konaqno-dimenziona Lijeva algebra. Neka su e1, . . . , en bazni vektori.
Konstante ckij koje zadovo	avaju [ei, ej ] =

∑n
k=1 c

k
ijek se nazivaju strukturne konstante

Lijeve algebre g. Na prostoru C∞(g∗) definixemo izvod na slede�i naqin: ∂F
∂µ ∈ g je

jedinstveni element koji zadovo	ava

lim
h→∞

1

h
(F (µ+ hδµ)− F (µ)) =

〈
δµ,

∂F

∂µ

〉
, δµ ∈ g∗.

Uvodimo bilinearni operator {·, ·} : C∞(g∗)×C∞(g∗)→ C∞(g∗), gde je g∗ dual Lijeve
algebre g, sa

{F,G}(µ) :=
〈
µ,
[∂F
∂µ

,
∂G

∂µ

]〉
,

za svaki µ ∈ g∗. Pokazati da je g∗ Poasonova mnogostrukost.
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Definicija. Vektorski potprostor Lijeve algebre koji je zatvoren u odnosu na
Lijeve zagrade se naziva Lijeva podalgebra.

5. a) Dokazati da je skup svih simplektiqkih vektorskih po	a Symp(M) Lijeva
podalgebra skupa svih vektorskih po	a na simplektiqkoj mnogostrukosti. (Pokazati
da je komutator dva simplektiqka vektorska po	a Hamiltonovo vektorsko po	e.)
b) Dokazati da je skup svih Hamiltonovih vektorskih po	a simplektiqke mnogostrukosti,
Ham(M) ⊂ X(M) Lijeva podalgebra svih simplektiqkih vektorskih po	a. (Pokazati
[Xf , Xg] = −X{f,g}.)
6. Dati primer simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) gde je Ham(M) prava Lijeva

podalgebra od Symp(M). Zaxto to nije (R2n, ω0)?

Fibracije

Neka su E i B topoloxki prostori. Preslikava�e π : E → B koje zadovo	ava
svojstvo podiza�a homotopije za sve topoloxke prostore X se naziva fibracija.

Teorema: Sve fibre π−1(b) su me�usobno homotopne.

Fibre jedne fibracije ne moraju biti homeomorfne. Svako rasloje�e je fibracija,
ali postoje fibracije koje nisu rasloje�a. (Pogledati Hatcher −AT )
1. Dokazati da je glatka fibracija submerzija. (Sva preslikava�a u definiciji

fibracije su glatka.)

2. Dokazati da je fibracija π : E → B, gde je B kontraktibilan prostor, trivi-
jalna (E ∼= F ×B).

3. Ako je π : E → B fibracija, onda postoji dugi taqan niz homotopskih grupa

· · · → πn(F )→ πn(E)→ πn(B)→ · · · ,

gde su bazne taqke b0 ∈ B, f0 ∈ F0 = π−1(b0) i e0 = ι(f0) ∈ E0. Opisati preslikava�a
u ovom nizu.

Posledica. Primetimo da ako je π : E → B natkriva�e (dakle F je diskretan
topoloxki prostor) onda je πn(E) ∼= πn(B), za sve n ≥ 0.

4. Ako je π : S3 → S2 Hopfova fibracija, pokazati da je πk(S
2) ∼= πk(S

3), gde je
k ≥ 3.

5. Pokazati da postoji fibracija π : Sp(n + 1) → S4n+3. Odrediti πk(Sp(n)), za
k = 0, 1, 2, 3, 4.

Definicija. Topoloxki prostor X se naziva n-povezan ako je πk(X,x0) = 0 za
sve k ≤ n.
Primer. Sfera Sn je n − 1-povezana. Dakle svako neprekidno preslikava�e

f : Sk → Sn, k ≤ n − 1 je homotopski trivijalno. To mo�emo videti na slede�i
naqin. Svako neprekidno preslikava�e CW kompleksa je homotopno preslikava�u
koje �elije dimenzije k slika u �elije najvixe dimenzije k (celularno preslikava�e).
CW -dekompozicija sfere Sn je taqka i disk Dn. To znaqi da je preslikava�e f homo-
topno preskiva�u koje slika Dk disk u taqku, dakle konstantnom preslikava�u.

6. Pokazati da je SU(n)/SO(n) 1-povezan.
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7. Koriste�i taqan niz fibracije, pokazati da je fundamentalna grupa Lagran�evog
grasmanijana Z.

Distribucije

Definicija. Distribucija D ⊂ TM na glatkoj mnogostrukosti M je integra-
bilna ako postoji podmnogostukost N ⊂M tako da je D = TN.

Definicija. Distribucija D ⊂ TM na glatkoj mnogostrukosti M je involu-
tivna ako za sve X,Y ⊂ D va�i i [X,Y ] ∈ D.
1. Pokazati da je svaka integrabilna distribucija involutivna.

Frobeniusova teorema: Ako je distribucija involutivna ona je integrabilna.

2. Dokazati da kontaktna struktura ξ = kerα nije integrabilna distribucija.
Uputstvo: koristiti formulu dα(X,Y ) = X(α(Y )) − Y (α(X)) − α([X,Y ]). (Spivak
7.13.)

3. Neka je C ⊂ M koizotropna podmnogostrukost simplektiqke mnogostrukosti
(M,ω).Distribucija (TC)⊥ se naziva karakteristiqna distribucija podmnogostrukosti
C (pojam uveden na strani 25.) Dokazati da je (TC)⊥ integrabilna. Uputstvo: ko-
ristiti formulu dω(X,Y, Z) = X(ω(Y,Z)) + Y (ω(Z,X)) + Zω(X,Y ) − ω([X,Y ], Z) −
ω([Y, Z], X)− ω([Z,X], Y ). (Spivak 7.13.)

Simplektiqka geometrija

1. Pokazati da je svaka podmnogostrukost C ⊂ (M,ω) kodimenzije 1 koizotropna.

2. Neka je C = H−1(c), za neku regularnu vrednost c ∈ R funkcije H : M → R.
Pokazati da je pridru�eno Hamiltonovo vektorsko po	e XH tangentno na (TC)⊥.
(Pokazati prvo TpC = ker dH(p), za sve p ∈ C.)
3. Dokazati Lemu 3.14.

4. a) Pokazati da je skup svih simplektomorfizama na simplektiqkoj mnogostrukosti
(M,ω) Lijeva grupa sa C∞ topologijom.

b) Dokazati da je Lijeva algebra ove Lijeve grupe skup svih simplektiqkih vek-
torskih po	a.

5. Neka je (V, ω) simplektiqki vektorski prostor, L ⊂ V Lagran�ev podprostor
i U ⊂ V podprostor takav da je L ⊂ U. Pokazati da je U koizotropan. Primerom
pokazati da isto tvr�e�e ne va�i na proizvo	noj simplektiqkojmnogostrukosti.

Divergencija vektorskog po	a

Neka je Mn glatka mnogostrukost i ω n-forma koja nigde nije nula (forma zaprem-
ine) naM. Neka je X vektorsko po	e naM. Jedinstvena funkcija fX koja zadovo	ava
d(ιXω) = fXω se naziva divergencija vektorskog po	a i oznaqava divX.

1. Ispitati da li divergencija vektorskog po	a zavisi od izbora forme zapremine
ω.
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2. Pokazati LXω = divXω.

3. Izraqunati divergenciju vektorskog po	a, ako je M = Rn i ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
4. Na�i diferencijal (funkcije) divergencije vektorskog po	a.

Lijeve grupe

Definicija. Grupa koja ima strukturu glatke mnogostrukosti se naziva Lijeva
grupa.

Definicija. Na svakoj Lijevoj mnogostrukosti M definisana su preslikava�a
leva i desna translacija Lg : M →M i Rg : M →M sa Lg(p) = g∗p i Rg(p) = p∗g.
1. Neka je Xe ∈ TeG proizvo	an vektor tangentne ravni TeG, gde je e ∈ G neutral

grupe G. Pokazati da je vektorsko po	e definisano sa Xg := (dLg)e(Xe), g ∈ G levo-

invarijantno vektorsko po	e (tj Xgh = (dLg)hXh).

2. Pokazati da je tangentno rasloje�e Lijeve grupe trivijalno. (Pokazati TG ∼=
G× TeG.)
3. Da li je sfera parne dimenzije Lijeva grupa?

4. a) Pokazati da je skup svih k-dimenzionih potprostora Rn jedna mnogostrukost.
Naziva se Grasmanijan.

b) Kako se zove ova mnogostrukost ako je k = 1?

5. Pokazati da su slede�e grupe LijeveGL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), U(n,C), Sp(2n,R).

Rimanova metrika

Definicija. Preslikava�e g : M → (TM × TM)∗ na glatkoj mnogostrukosti
M se naziva Rimanova metrika ako za svaka dva vektorska po	a X i Y na M
funkcija g(X,Y ) : p ∈ M 7→ gp(Xp, Yp) je glatka i ako za svako p ∈ M preslikava�e
gp : TpM × TpM → R je skalarni proizvod.

1. Imaju�i u vidu da su domen i kodomen metrike g isti kao kod 2-forme, da li je
Rimanova metrika 2-forma?

Teorema. Svaka glatka mnogostrukost dopuxta Rimanovu metriku.

Definicija. Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost sa pridru�enom
Rimanovom metrikom g.

Primeri. - Rn sa standardnim skalarnim proizvodom;

- Mn(C) (kao i GL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), U(n,C), Sp(2n,R), gde je

g(A,B) = <(trace(ĀTB)).

2. Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost. Pokazati da je sa dg : M ×M → R≥0

dg(p, q) = inf

∫ 1

0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt,
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gde se infimum uzima po svim glatkim krivama γ koje spajajau taqke p i q, definisana
metrika na M.

Definicija. Na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) definixemo Levi-Qivita
koneksiju kao operator ∇ : X(M)× X(M)→ R koji zadovo	ava

g(∇XY,Z) =
1

2
(X(g(Y, Z))+Y (g(X,Z))−Z(g(X,Y ))+g([Z,X], Y )+g([Z, Y ], X)+g(Z, [X,Y ])).

Teorema. Levi-Qivita koneksija je jedinstvena koneksija bez torzije i saglasna
sa metrikom.

3. Proveriti da je Levi-Qivita koneksija zaista koneksija, da je bez torzije i da
je saglasna sa metrikom.

4. Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost sa Levi-Qivita konksijom ∇. Ako je
∇γ̇Y = 0 i ∇γ̇Z = 0 (tj. vektorska po	a Y i Z su paralelna du� krive γ) onda je
funkcija g(Y,Z) konstantna du� krive γ. (Uputstvo: koristiti da je ∇ saglasna sa
metrikom g, dakle X(g(Y,Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).)

Definicija. Geodezijska linija je kriva γ takva da ∇γ̇ γ̇ = 0.

Fundamentalna teorema o egzistenciji i jedinstvenosti geodezijskih: Neka je (M, g)
Rimanova mnogostrukost. Za svaku taqku p ∈ M i svaki vektor Xp ∈ TpM postoji
jedinstvena geodezijska kriva γ : (−ε, ε)→M takva da je γ(0) = p i γ̇(0) = Xp.

5. Pokazati da su geodezijkse linije ekstremale funkcionala L(γ) =
∫ 1
0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt.

Definicija. Rimanova metrika se naziva kompletna ako za svaku taqku p ∈ M
i svaki vektor Xp ∈ TpM jedinstvena pridru�ena geodezijska kriva γ je definisana
za svako t ∈ R.

Primer. (Rn, gst) jeste kompletna, (Rn\{0}, gst) nije kompletna.
Teorema. Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost sa indukovanom metrikom dg.

Tada je (M,dg) je kompletan metriqki prostor ako i samo ako je g kompletna Rimanova
metrika.

Ako fiksiramo bazu e1, . . . , en vektorskog prostora TxM onda se skalarni proizvod
gx mo�e zadati matricom gij = gx(ei, ej). U lokalnoj karti mnogostrukosti, skalarni
proizvod se mo�e zadati matricom funkcija gij(x).

6. Pokazati da je matrica [gij ] pozitivno definitna. Kakve su sopstvene vrednosti
ove matrice? Kakve su vrednosti na dijagonali ove matrice?

Metrika na kotangentnom rasloje�u.

Ako je (M, g) Rimanova mnogostrukost onda se pomo�u metrike g mogu identifiko-
vati TxM i TxM

∗, za svako x ∈ M, pomo�u preslikava�a vx ∈ TxM 7→ gx(vx, ·) ∈
(TxM)∗.

1. Pokazati da je ovo preslikava�e bijekcija.
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Na osnovu te identifikacije, na prirodan naqin se uvodi Rimanova metrika g∗ na
kotangentnom rasloje�u g∗x(gx(vx, ·), gx(ux, ·)) = gx(vx, ux).

2. Ako je matrica skalarnog proizvoda gx : TxM × TxM → R data sa [gij ] pokazati
da je matrica skalarnog proizvoda g∗x : (TxM)∗ × (TxM)∗ → R inverzna matrici [gij ].
Oznaqavamo je sa [gij ].

3. Neka je funkcija H : T ∗M → R definisana sa H(x, ηx) = 1
2g
∗
x(ηx, ηx). Dokazati

da je regularni nivo funkcije H transverzalan na Liuvilovo vektorsko po	e Y .
(Pokazati dH(Y ) 6= 0).

4. Pokazati da je regularni nivo funkcije H kontaktna mnogostrukost. Naziva se
kosferno rasloje�e.

5. Neka je XH Hamiltonovo vektorsko po	e pridru�eno funkciji H na simplek-
tiqkoj mnogostrukosti T ∗M. Neka je γ proizvo	na trajektorija vektorskog po	a X.
Pokazati da je

∇
dπ( dγ

dt
)
dπ(

dγ

dt
) = 0.

(Teorema 3.34.) Xta je geometrijska interpretacija ovog rezultata ako H shvatimo
kao kinetiqku energiju qestice na T ∗M a potencijalna energija je nula?

6. Pokazati da tok Hamiltonovog vektorskog po	a XH preslikava regularni nivo
funkcije H u sebe.

Gradijent funkcije na Rimanovoj mnogostrukosti f : M → R definixemo
kao jedinstveno vektorsko po	e koje zadovo	ava df(v) = g(v, ·). Oznaqavamo ga ∇f.
Laplasijan funkcije na Rimanovoj mnogostrukosti je divergencija vek-

torskog po	a ∇f. Forma zapremine za koju definixemo divergenciju se u lokalnim
koordinatama definixe kao ω =

√
| det[gij ]|dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

1. Izraqunati gradijent i Laplasijan funkcije, ako je M = Rn sa standardnim
skalarnim proizvodom.

Kvantizacija funkcija (5.3.)

0. Pokazati da C∞(M) dopuxta strukturu komutativne asocijativne algebre, gde
je M proizvo	na mnogostrukost.

1. Ako je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, pokazati da C∞(M) dopuxta struk-
turu Poasonove algebre.

2. Pokazati daA, skup svih simetriqnih operatora na nekom Hilbertovom prostoru
dopuxta strukturu komutativne neasocijativne algebre.

Pokazati da su na algebri A definisane Lijeve zagrade sa [A,B] = i
~(AB − BA),

za svaka dva operatora A i B. Dakle, A je beskonaqno-dimenziona Lijeva algebra.

Definicija (5.33) Preslikava�e ρ : C∞(M)→ A se naziva kvantizacija funkcije
ako
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a. ρ(1) = id.

b. ρ({f, g}) = [ρ(f), ρ(g)].

c. Kompletan skup involutivnih funkcija se preslikava na kompletan skup oper-
atora koji komutiraju.

3. a) Pokazati da je svaka funkcija u involuciji sa konstantnom funkcijom
({f, c} = 0) i da svaki operator komutira sa identitetom ([A, id] = 0).

b) Za funkcije q, p,H gde je M = T ∗R (ili M = T ∗Rn) pokazati da operatori

q̂ = ρ(q), p̂ = ρ(p), Ĥ = ρ(H) zadovo	avaju osobinu b. kvantizacije.

Primetimo da su ovi operatori definisani na R (a ne T ∗R).

Kotangentno rasloje�e.

1. Neka je τ : M → T ∗M proizvo	na 1-forma. Pokazati da τ∗ : Ω1(T ∗M)→ Ω1(M)
zadovo	ava τ∗λcan = τ.

2. Neka je ι : L→ T ∗M utapa�e tako da je ι∗dλcan = 0 (Lagran�evo utapa�e). Dakle
ι∗λcan je zatvorena 1-forma. Neka je π|L : T ∗M →M difeomorfizam. Pokazati da je
ι∗λcan taqna forma ako i samo ako je ι(L) = dS(M), za neku funkciju S : M → R.

(L, ι) nazivamo taqno Lagran�evo utapa�e.

3. Primerom pokazati zaxto nije dovo	no da je ι samo imerzija, a ne utapa�e.

Kvantizacija sta�a na T ∗R.

Neka je funkcijaH : T ∗R→ R data saH(q, p) = p2

2m+V (q) i S : R→ Rfunkcija qiji
je diferencijal rexe�e Hamiltonove jednaqine H(q, p) = E (dakle H(dS(R)) = E).

1. Pokazati da je dS(R) ⊂ T ∗R Lagran�eva podmnogostrukost, za svaku glatku
funkciju S.

Podsetimo se

- ϕ = eiS/~ je sopstveni vektor i E je sopstvena vrednost operatora Ĥ (do na O(~)).

- Ako je jox a2S′′ + 2a′S′ = 0 za neku funkciju a : R→ R, onda je ϕ(x) = eiS(x)/~a(x)

sopstveni vektor i E je sopstvena vrednost operatora Ĥ (do naO(~2)) (zad. 2.). Videli
smo da prethodna jednakost znaqi da je forma π|∗dS(R)a

2dx invarijantna du� trajek-

torija vektorskog po	a XH restrikovanog na dS(R), gde je π : T ∗R → R projekcija
(zad. 5.).

Primetimo da je π|dS(R) bijekcija.
Ako je forma a2dx invarijantna u odnosu na neko vektorsko po	e X, ne mora da

znaqi da je i forma adx invarijantna. Tako�e, ako je adx invarijantna, ne mora da
znaqi da je a2dx invarijantna. (Samo ako su i funkcija a i forma dx invarijantne,
onda je a2dx invarijantna.) Zato se uvodi polu-gustina. Kada ka�emo da je polu-

gustina a|dx|
1
2 invarijantna u odnosu na X, mislimo da je je forma a2dx invarijantna

u odnosu na X.
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Ako je Ĥ operator na Hilbertovom prostoru nad M = R, npr L2(R), onda �emu

mo�emo pridru�iti operator
ˆ̂
H na Hilbertovom prostoru nad Ω1(R) definisan sa

ˆ̂
H(adx) = Ĥ(a)dx.

Ekvivalentno, ako operator
ˆ̂
H definixemo na polu-gustinama

ˆ̂
H(a|dx|

1
2 ) = Ĥ(a)|dx|

1
2 .

Ako je funkcija ϕ sopstveni vektor operatora Ĥ onda je polu-gustina ϕ|dx|
1
2 sopstveni

vektor operatora
ˆ̂
H.

Definicija. Kvantizacija sta�a (dS(R), ã = π|∗dS(R)a|dx|
1
2 ), gde je LXH |dS(R) ã =

0, je sopstveni vektor ϕ = eiS/~a|dx|
1
2 operatora

ˆ̂
H.

• Ho�emo sada da uopxtimo prethodnu definiciju na xiru klasu sta�a (L, ã) gde
je L proizvo	na utop	ena Lagran�eva podmnogostrukost i ã polu-gustina na L kojoj
�emo dodeliti neke osobine.

Pretpostavimo da je π|L = π ◦ ι : L → R bijekcija. Onda je i π|∗L : Ω1(R) → Ω1(L)

bijekcija. Neka je ã polu-gustina na L data sa π|∗La|dx|
1
2 = ã, gde je a : R → R

funkcija. Dakle a|dx|
1
2 = (π|−1L )∗ã. (U k�izi se qesto pod oznakom a vodi i funkcija

i polu-gustina.)

2. Neka je ι : L→ T ∗R Lagran�evo utapa�e i π ◦ ι bijekcija.
a) Pokazati da je L = dS(R), za neku funkciju S : R→ R.
b) Ako je L = H−1(E) i ako je polu-gustina ã = π|∗La|dx|

1
2 invarijantna u odnosu na tok

vektorskog po	a XH |L (tj LXH |L ã = 0,) pokazati da je tada forma a2dx invarijantna

u odnosu na tok vektorskog po	a dπ(XH |L) i da va�i a2S′′ + 2a′S′ = 0.

v) Pokazati da je ϕ(x) = eiS(x)/~a(x) sopstveni vektor i E sopstvena vrednost opera-

tora Ĥ (do na O(~2)).
g) Na�i sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti E pridru�enog opera-

tora
ˆ̂
H.

Definicija. Neka je L ⊂ T ∗R proizvo	na utop	ena Lagran�eva podmnogostrukost
takva da je π|L bijekcija, H|L = E i ã polu-gustina na L takva da LXH |L ã = 0 i

(π|−1L )∗ã = a|dx|
1
2 , za neku funkciju a : R → R. Kvantizacija sta�a (L, ã) je sop-

stveni vektor ϕ|dx|
1
2 = eiS/~a|dx|

1
2 operatora

ˆ̂
H.

Poxto je L = dS(R) onda je ι∗λ taqna 1-forma (2. zad. kotangentnog rasloje�a),
dakle ι∗λ = dφ, za neku funkciju φ.

3. a) Pokazati da je dφ = d(S ◦ π|L), tj. (π|−1L )∗φ = S + const.

b) Pokazati da je kvantizacija sta�a (L, ã) jednaka (π|−1L )∗eiφ/~ã.

4. Neka je ι : L = R→ T ∗R dato sa ι(x) = (x, x4). Neka je H(q, p) = p− q4 + E.
a) Na�i Hamiltonovo vektorsko po	e XH (ω = dp ∧ dq). Na�i tok ovog vektorskog
po	a.



11

b) Dati primer polu-gustine ã na L koja je invarijantna u odnosu na XH |L.
v) Opisati kvantizaciju sta�a (L, ã), za polu-gustinu ã iz b).

5. Uopxtiti prethodne definicije i tvr�e�a za T ∗Rn.

Kvantizacija sta�a na T ∗M.

Neka je M Rimanova mnogostrukost.

Primetimo da Zadatak 2. kotangentnog rasloje�a ka�e ι∗λcan = dφ, za funkciju
φ : L→ R ako i samo ako ι(L) = dS(M), gde je S = φ ◦ π|−1L . Oznaka (L, ι, φ) znaqi da je
ι : M → T ∗M taqno Lagran�evo utapa�e i da je ι∗λcan = dφ.

Neka je funkcija H : T ∗M → R definisana sa H(x, ηx) = 1
2g
∗
x(ηx, ηx) + V (x), x ∈M

i neka je pridru�eni operator na M definisan sa Ĥψ = − ~2
2m∆ψ + V · ψ, gde je

ψ : M → R i ∆ Laplasijan na M.

1. Neka je (L, ι, φ) taqno Lagran�evo utapa�e i π|L bijekcija. Neka je H|L = E i
neka je ã polu-gustina na L takva da je LXH |L ã = 0. Pokazati da je polu-gustina ϕ

definisana sa ϕ = (π|−1L )∗eiφ/~ã sopstveni vektor i E sopstvena vrednost operatora
ˆ̂
H, do na O(~2).

Primetimo da je ϕ = eiS/~a|dx|
1
2 , gde su a, S : M → R funkcije date sa S = φ ◦ π|−1L

i a|dx|
1
2 = (π|∗L)−1ã.

Definicija. Neka je (L, ι, φ) taqno Lagran�evo utapa�e i π|L bijekcija. Neka je
H|L = E i neka je ã polu-gustina na L takva da je LXH |L ã = 0. Kvantizacija sta�a

(L, ι, φ, ã) je sopstveni vektor ϕ = (π|−1L )∗eiφ/~ã operatora Ĥ.

Primetimo da ako je φ primitivna za ι∗λcan, onda je i φ+ const primitivna.

2. Kada su kvantizacije sta�a (L, ι, φ1, ã) i (L, ι, φ2, ã) jednake?

• Ho�emo sada da uopxtimo prethodnu definiciju na Lagran�eva utapa�a koja ne
moraju biti taqna (ali i da	e je π|L bijekcija).

3. Pokazati da je svaka zatvorena k-forma na mnogostrukosti lokalno taqna (Poenkare-
ova lema).

Liuvilova klasa je 1-forma λL = ι∗λcan, gde je ι : L→ T ∗M utapa�e.

Neka je L = ∪j∈JLj pokrivaq iz Poenkareove leme. Dakle, λL|Lj = dφj , za svako
j ∈ J . Pretpostavimo da postoji ~ > 0 tako da za sve i, j ∈ J za koje je Li ∩ Lj 6= ∅
va�i φi − φj ∈ 2π~Z. Nazivamo ga dopustivo ~.
Dakle, kvantizacija sta�a (Lj , ι, φj , ã|Lj ) (gde je π|Lj bijekcija,H|Lj = E i LXH |Lj ã|Lj =

0), je ϕj = (π|−1Lj )∗eiφj/~ã|Lj .

4. Neka za sve i, j ∈ J za koje je Li ∩ Lj 6= ∅ va�i φi − φj ∈ 2π~Z, gde su φi : Li → R
proizvo	ne funkcije. Pokazati da je sa φ|Lj = φj dobro definisana funkcija φ :
L→ R/2π~Z.
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Definicija. Neka je (L, ι) Lagran�evo utapa�e i π|L bijekcija. Neka je H|L = E
i neka je ã polu-gustina na L takva da je LXH |L ã = 0. Neka je Lj , j ∈ J , pokrivaq iz
Poenkareove leme. Dakle, λL|Lj = dφj , za svako j ∈ J . Neka je ~ dopustivo. Kvanti-

zacija sta�a (L, ι, ã) je funkcija ϕ : M → R definisana sa ϕ = (π−1)∗eiφ/~ã.

• Ho�emo sada da oslabimo uslov π|L je bijekcija.

5. a) Neka je ι : L→ T ∗M Lagran�eva imerzija. Neka je p ∈M regularna vrednost
preslikava�a π ◦ ι : L → M. Pokazati da postoji kontraktibilna otvorena okolina
U ⊂M oko taqke p takva da je (π ◦ ι)−1(U) = tkj=1Lj ⊂ L i π ◦ ι : Lj → U je bijekcija,
j = 1, . . . , k.
b) Poxto je Lj ⊂ L i U kontraktibilan skup, kakva je forma ι∗λcan|Lj?

Definicija. Neka je (L, ι) Lagran�eva imerzija Neka je H|L = E i neka je ã polu-
gustina na L takva da je LXH |L ã = 0. Neka je U ⊂M okolina i dekompozicija L = tLj
iz zadatka 5. Neka je Vi pokrivaq iz Poenkareove leme i ~ dopustivo i funkcija φ
definisana na gore opisan naqin. Prekvantizacija sta�a (L, ι, ã) je polu-gustina

definisana na skupu U sa
∑k

j=1(π|
−1
Lj

)∗eiφ/~ã|Lj .

6. (Napomena/ Komentar): u k�izi (39. strana) pixe da se sumira po Vi, taqnije
π|−1Vi . Mislim da je to grexka, jer π|Vi ne mora biti bijekcija.

7. Neka je ι : L = R→ T ∗R dato sa ι(x) = (x4, x3). Neka je H(q, p) = p4 − q3.
a) Na�i XH .
b) Dati primer polu-gustine ã na L koja je invarijantna u odnosu na XH |L.
v) Opisati prekvantizaciju sta�a (L, ι, ã), za polu-gustinu ã iz b) i za pogodno izabran
skup U .

Maslov	eva korekcija

Neka je ι : L → T ∗R Lagran�eva imerzija. Identifikujemo T ∗R ∼= Rq × Rp i
neka je πp : T ∗R → Rp (vertikalna) projekcija. Pretpostavimo da je πp ◦ ι : L → Rp
difeomorfizam.

1. Pokazati da je ι taqna Lagran�eva imerzija u odnosu na formu qdp.

Definicija. Neka je (L, ι) Lagran�eva imerzija takva da je πp◦ι difeomorfizam.
Neka je ã polu-gustina na L invarijantna u odnosu na Hamiltonovo vektorsko po	e
XH gde je H Hamiltonova funkcija. Kvantizacija sta�a (L, ι, ã) je

I~(L, ι, ã) = (πp|−1L )∗eiφ/~ã

gde je φ primitivna funkcija za ι∗(qdp).

Primetimo da je dobijena polu-gustina na Rp. Primenom kvantizacije do sada smo
dobijali polu-gustinu na Rq. Da bismo prexli sa parametra p na q koristimo Furi-
jeove transformacije.
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Neka je funkcija B(p) takva da je B(p)|dp|
1
2 = (πp|−1L )∗eiφ/~ã. Maslov	eva kvan-

tizacija sta�a (L, ι, ã) je

J~(L, ι, ã) = F−1~ (B)|dq|
1
2 ,

gde je F−1~ inverzna Furijeova transformacija.

2. Neka je ι(x) = (x2, x). Neka je ã = |dp|
1
2 . Odrediti kvantizaciju kao i Maslov	evu

kvantizaciju sta�a (L = R, ι, ã).

3. Neka je ι(x) = (x, x). Neka je ã konstantna polu-gustina. Odrediti kvantizaciju
kao i Maslov	evu kvantizaciju sta�a (L = R, ι, ã).

Qehova kohomologija

Opisa�emo preslikava�e de Ramove kohomologije stepena 1 na Qehovu kohomologiju
stepena 1.

Neka je λ ∈ H1
DR(M,R) proizvo	na klasa zatvorene 1-forme. Neka je U = {Uα, α ∈

A} dobar pokrivaq mnogostrukosti M. Dakle, svaki konaqan presek skupova je ili
prazan ili kontraktibilan. Samim tim je i svaki skup Uα kontraktibilan. Na
svakom od �ih je zatvorena forma λ i taqna. Dakle, λ|Uα = dfα. Na skupu Uα ∩ Uβ
imamo λ = dfα = dfβ. Dakle, d(fα − fβ) = 0 tj fα − fβ = c(α, β) ∈ R (funkcije se
razlikuju za konstantu). Definixemo preslikava�e c na skupu svih parova iz A koje
par dva indeksa preslikava u konstantu na gore opisan naqin. Preslikava�e c je
kolanac Qehove kohomologije.

1. Pokazati da je δc = 0, gde je δc(α, β, γ) = c(α, β) + c(β, γ) + c(γ, α).

Neka je Φ : H1
DR(M,R) → H1

U(M,R) preslikava�e definisano sa Φ([λ]) = [c], gde
je [c] klasa svih kolanaca c′ takvih da je c − c′ = δc0, gde je c0 kolanac tako da va�i
δc0(α, β) = c0(α)− c0(β).

2. Pokazati da je Φ dobro definisano: ne zavisi od izbora 1-forme iz klase [λ] i
ne zavisi od izbora primitivne funkcije fα na skupu Uα.

3. Pokazati da je Φ bijekcija.

Rasloje�a

Neka su E,M i F topoloxki prostori. (π,E,M) se naziva rasloje�e ako je π : E →
M surjektivno preslikava�e tako da za sve x ∈M postoji otvorena okolina x ∈ u ⊂M
i homeomorfizam Φ : π−1(u) → u × F gde Φ : π−1(x) 7→ {x} × F. Preslikava�e Φ se
naziva lokalna trivijalizacija.

1. Pokazati da je svako rasloje�e fibracija.

2. Dati primer fibracije koja nije rasloje�e.
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Neprekidno preslikava�e s : M → E koje svaku taqku x ∈ M preslikava u taqku
na fibri π−1(x) se naziva seqe�e. Dakle, π ◦ s = id. Skup svih seqe�a rasloje�a E
oznaqavamo sa Γ(E).

Ako su Φα : π−1(uα) → uα × F i Φβ : π−1(uβ) → uβ × F lokalne trivijalizacije
onda je

Φα ◦ Φ−1β (x, p) = (x, gαβ(x)p),

gde je gαβ : uα ∩ uβ → Homeo(F ) neprekidno preslikava�e. Ako postoje lokalne
trivijalizacije rasloje�a, tako da za sve α i β va�i gαβ : uα ∩ uβ → G gde je G grupa
koja dejstvuje na F, onda se G naziva strukturna grupa rasloje�a.

Vektorska rasloje�a. Rasloje�e π : E → M gde je fibra F = π−1(x) (za bilo
koje x ∈M) vektorski prostor Rn (ili Cn) se naziva vektorsko rasloje�e.
Primer. Tangentno i kotangentno rasloje�e su vektorska rasloje�a; E = M × Rn

je trivijalno vektorsko rasloje�e.

3. Pokazati da je Mebijusova traka vektorsko rasloje�e.

Svako vektorsko rasloje�e dopuxta seqe�e. Skup svih seqe�a Γ(E) je beskonaqno
dimenzioni vektorski prostor.

Primer. Seqe�a tangentnog rasloje�a su vektorska po	a, seqe�a kotangentnog
rasloje�a su 1-forme.
Neka je E = M × Rn trivijalno vektorsko rasloje�e. Tada postoje s1, . . . , sn seqe�a
definisana tako da s1(x), . . . , sn(x) qine bazu prostora x× Rn.
Strukturna grupa vektorskog rasloje�a je GL(n,R) (ili GL(n,C)). Ta grupa se

mo�e redukovati u zavisnosti od strukture na fibrama rasloje�a. Kod vektorskih
rasloje�a sa Euklidskom metrikom je O(n). Kod simplektiqkih vektorskih rasloje�a
je Sp(2n).

Glavna rasloje�a. Glatko rasloje�e π : E →M (E iM su glatke mnogostrukosti
i π je glatko preslikava�e) gde je fibra G = π−1(x) Lijeva grupa i gde je i strukturna
grupa G se naziva glavno rasloje�e. Dakle, G dejstvuje na E tako xto dejstvuje
na svaku fibru i preslikava je u sebe. Ekvivalentno, glavno rasloje�e se mo�e
definisati kao glatko rasloje�e kome je pridru�ena Lijeva grupa G koja na svaku
fibru deluje slobodno i tranzitivno.

4. Pokazati da je Hopfova fibracija π : S3 → S2 glavno rasloje�e, gde je G = S1.
Ako identifikujemo S2 = C∪{∞} stereografskom projekcijom, onda je π(z1, z2) = z1

z2
,

za z2 6= 0, i π(z1, 0) =∞.
5. Pokazati da glavno rasloje�e dopuxta seqe�e ako i samo ako je trivijalno

(E ∼= M ×G).
6. Pokazati da je preslikava�e π : SO(n+1)→ Sn, definisano sa πA = Ax, x ∈ Sn,

glavno rasloje�e sa fibrom SO(n).

7. Pokazati da je preslikava�e π : U(n + 1) → S2n+1, definisano sa πA = Ax,
x ∈ S2n+1, glavno rasloje�e sa fibrom U(n).
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Koneksije i krivine na rasloje�u

Neka je π : E → M glatko rasloje�e. Posmatramo diferencijal dπ : TE → TM .

Neka je V E
def
= ker dπ (vertikalna distribucija). Tada je V E ⊂ TE podrasloje�e tan-

gentnog rasloje�a TE. Koneksija rasloje�a E je distribucija HE takva da va�i
TE = V E ⊕ HE. Nazivamo je horizontalna distribucija. Primetimo da ako je di-
menzija fibre k = m − n gde je dimE = m i dimM = n onda je dimHE = 2n i
dimV E = 2k. Ekvivalentno, koneksiju mo�emo zadati i kao projekciju K : TE → V E.
Dakle, HE = kerK. Neka je H : TE → HE projekcija.

Koneksija glavnog G rasloje�a zadovo	ava i uslov

dLg(HpE) = HgpE,

za sve p ∈ E i sve g ∈ G. Dakle, horizontalna distribucija je invarijantna u odnosu
na linearizovano dejstvo grupe G.

Svakoj koneksiji mo�emo da pridru�imo i 1-formu koneksije α ∈ Ω1(E) takvu da
je kerαp = HpE. Poxto je distribucija HE invarijantna u odnosu na dejstvo G onda
je i α invarijantna tj LGα = 0. Primetimo da koneksija nije jedinstvena.

Krivina rasloje�a pridru�ena 1-formi koneksije α je 2-forma ωα ∈ H2(M,Z)
koja zadovo	ava π∗ωα = dα.

Klasifikacija glavnih rasloje�a

Neka je p : E → B glavno G-rasloje�e i f : X → B neprekidno preslikava�e.
Tada postoji indukovano glavno G-rasloje�e f∗E = {(x, e) ∈ X × E | f(x) = π(e)}.
Projekcija p : f∗E → X je definisana sa p(x, e) = x.

1. Pokazati da ako su f i g homotopna preslikava�a onda su rasloje�a f∗E i g∗E
izomorfna.

Teorema. Za svaku Lijevu grupu G postoje klasifikuju�i prostori EG i BG i
glavno G-rasloje�e π : EG → BG takvi da va�i slede�e. Neka je M proizvo	na
glatka mnogostrukost. Sa GM oznaqimo klase svih glavnihG-rasloje�a nadM (izomorfna
rasloje�a qine jednu klasu) i sa [M,BG] klase homotopije preslikava�a f : M → B.
Preslikava�e Φ : [M,BG]→ GM definisano sa Φ(f) = f∗EG je bijekcija.

2. Pokazati da je svako glavno rasloje�e nad kontraktibilnom mnogostrukosti M
trivijalno.

Glavna S1-rasloje�a

Va�i BS1 = CP∞ i [M,BS1] ∼= H2(M,Z).

3. Pokazati da taqnoj 2-formi odgovara trivijalno rasloje�e.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da su glavna S1-rasloje�a nad M u bijekciji
sa H2(M,Z). Jedinstveni element c(E) ∈ H2(M,Z) pridru�en glavnom rasloje�u se
naziva prva Qernova klasa ovog rasloje�a.
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Ako je M povrx onda je H2(M,Z) ∼= Z dakle svaki ceo broj odre�uje jedinstveno
(do na izomorfizam rasloje�a) glavno S1-rasloje�e nad M. Ovaj ceo broj se naziva
Ojlerov broj rasloje�a.

4. Pokazati da generator [1] ∈ H2(S2,Z) odgovara Hopfovoj fibraciji S3 → S2.

Generalno, elementu [k] ∈ H2(S2,Z) odgovara rasloje�e Lk → S2, gde je Lk = S3/Zk.

5. Pokazati da svako glavno S1-rasloje�e dopuxta koneksiju α takvu da je α(X) = 1,
gde je X vektorsko po	e koje generixe dejstvo (dakle X je tangentno na orbite, pa je
dπ(X) = 0, to je upravo vertikalna distribucija rasloje�a).

6. a) Na�i vektorsko po	e X koje generixe dejstvo S1 na S3 koje zadaje Hopfovu
fibraciju.
b) Na�i koneksiju α takvu da je α(X) = 1.
(Dejstvo kruga S1 na S3 koje zadaje Hopfovu fibraciju je dato sa eiθ ∗ (z1, z2) 7→
(eiθz1, e

iθz2). Dakle, trajektorije vektorskog po	aX su date sa ϕθ(z1, z2) = (eiθz1, e
iθz2).)

7. Ako su α i β dve koneksije S1-rasloje�a takve da α(X) = 1 i β(X) = 1, pokazati da
odgovaraju�e forme koneksije ωα i ωβ pripadaju istoj klasi de Ramove 2-kohomologije.

Qern-Vejlova teorema. Ako je α forma koneksije S1-rasloje�a π : E → M takva
da je α(X) = 1 onda odgovaraju�a forma koneksije ωα pripada klasi de Ramove 2-
kohomologije koja je zadata prvom Qernovom klasom (tj. [ωα] = c(E) ∈ H2(M,Z)).

Prekvantizacija simplektiqke mnogostrukosti

Neka je data simplektiqka mnogostrukost (M,ω) takva da [ω] ∈ H2(M,Z). Neka je
π : E → M glavno S1-rasloje�e nad M kome je prva Qernova klasa upravo [ω]. Ovo
rasloje�e nazivamo prekvantizacija simplektiqke mnogostrukosti.

1. Pokazati da prekvantizacija E dopuxta koneksiju α koja je kontaktna forma na
E.

Dakle, prekvantizacija simplektiqke mnogostrukosti je kontaktna mnogostrukost.

2. Na�i kontaktnu formu na S3 koja je koneksija Hopfove fibracije.

3. Prekvantizacija kotangentnog rasloje�a. Poxto je dλcan taqna 2-forma, dakle
zadaje trivijalnu klasu na H2(T ∗M,Z) sledi da je prva Qernova klasa prekvanti-
zacije trivijalna. Dakle, rasloje�e je trivijalno, tj E = T ∗M × S1. Pokazati da je
koneksija α = π∗λcan + dθ kontaktna forma na E.


