MaremaTnuke MeToe KBaHTHE MeXaHUKe
aetwu cemectap 2020.

Knacuuna dpuzvka

1. Jdpyru HbyTHoB 3akon. XykoB 3akoH. llmank-Ajumrajuor 3akoH. OMHCATH yCIOBE ¥
KOjuMa, BaKe CBa TPH.

2. Onwucaru 6p3uny u yop3ame dectuile y HpyHKIUjU T0JI0XKAja, Y 3ABUCHOCTH O] BDEMEHA..

Hundepennujaana reomerpuja

1. JTokazaru j1a TpajekTopuje COICHOUIHOT BEKTOPCKOT TI0/ha IyBajy (hopMy 3ampeMue.

2. Jokazatu na je dbymkmumja H : T*M — R koucTanTHa Ha moBe3aHO0] Jlarpamkeroj
nogmHOrocTpykoctr L C T*M ako u camo ako je XaMHJIITOHOBO BEKTOPCKO TO/be X 7 TaH-
T'€HTHO Ha L ,Z[a JIX UCTO BaXKU 34 MPOU3BO/HbHY CHUMIIJICKTUIKY MHOI‘OCprKOCT?

3. llokazaTu na je:

) £xw = 0 ako u camo ako je (HpopMa w WHBAPHJAHTHA Y OJHOCY HA TOK BEKTOPCKOT MOJbA
X7
6) Lrxw = f€xw + df A ixw, rie je f npousBosbHA DyHKIHUjA 1
) £rxw = L£x fw, rae je w dopma 3anpeMuHe.

O yHKIIMOHAJHA aHAJA3a,

1. Heka je A cumerpuuan onepaTop Ha XujbepTosoMm mpoctopy. Jokazarn ga cy merose
COTICTBEHE BPEIHOCTH DPEAJHH OPOjeBM W JIa PA3JIUYUTHM COTCTBEHUM BPETHOCTHMA, OJrO-
Bapajy OPTOTOHAJHU CONCTBEHU BEKTOPW (OPTOTOHAJHE Yy OJHOCY HA CKAJAPHU TPOM3BOJ,
3a7aH Ha XUIOEPTOBOM IIPOCTOPY ).

JlokazaTu 113 je omeparop 4dmje Cy CBe COICTBEHE BPEIHOCTH PEAJHE CUMETPUIAH.

2. Jlokasaru ga je LP(R) XunbepTos mpocTop ako u camo ako je p = 2.

KsanTna MexaHuka

1. Hexka je nat Xun6epros npoctop Kommiekcunx dbyukmmja (aop L2 (R)), rae je ckagapam
POU3BOI JAepUHUCAH Ca

<= /R Ve da.

Joxrazatu jia cy caegehn omepaTopu Ha TOM MPOCTOPY CAMETPUYIHH:
a) qp =x- 10,
6) pY = —in2e 5, » DA€ je h peanna KoHCTaHTa,

)
B) V@D V( )¢, rie je V(z) = %xQ MOTEHTIWJATHA eHEPrHja CUCTEMA,
) H

r Sl V¢, rie je V naro mon B).

2m Bm
2. HeKa je dynkmmja ¥(x,t) = p(x) f(t) pememe Llpeaunrepose jeanadnte

in2?
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a) Ilokazaru ma je f(t) = e Bt/h
oneparopa H.

6) Ako je V = const (oarosapa csi060/1HOj 9€CTUIM) MOKA3ATH JIA j& ( JIMHEeAPHA KOMOu-
nanuja Gynxnuja e u e rue je €2 = 2m(E — V) /h2.

B) Axo je V # const u ako penieme jejHauune Tpaxumo y obuuky ¢(r) = e rje ce
bynkmuja S HaszmBa dasma bymrkmmja, moxazaru qa je dS(R) = H~Y(E), no ma O(h).

r) Ako pememe jeqpaunse Tpaxkumo y obmuky o(z) = e°@)/hq(zx), roe ce bynxmmja a
HasuBa QYHKIUja aMILTATYIE, TToKa3aTu da Baxu aS” + 2a'S" = 0 (xomorena TpancnoprHa
jemmaqmna), g0 ra O(h?).

1) AKo peremse jegnaunie TpaxuMo y obumky ¢(z) = 5@/ M ag(z) 4 hay(z)), nokazaTu
Ja Baxu a1S” + 2a}S" = iaf] (nexomorena TpancnopTHa jemnauuna), 10 Ha O(h3).

, Tiie je ' € R concrBena Bpe HOCT, a ¢ COIICTBEHU BEKTOD

iS(@)/h.

3. OmpeanTu CONCTBEHE BEKTOPE W MPUAPYKEHE COMCTBEHE BPEJIHOCTH CBUX OMEPATOPA
u3 3a1atKa 1. 3a oneparop H MCKOpHCTUTH 3a/aTaK 2. O B) U IPETHOCTABUTH 13, h TEXKU
HYJTH.

4. Heka je nmarta caobomma dectuia y 1-mmMeH3uoHOM KBaaApy ayxwnae L. Oynkmuja
CTarba OBE JeCTUIIE je COMCTBEHA (DYHKIM]a OmepaTopa H u e 3asucu o BpeMeHa, t, JaKJje
Y(x,t) = (x). Bepoarnoha ja ce uectnna Hanazu y nonoxajy ¢ = 0 u x = L je uyuna.

a) Koswmko je 1(0) u ¢ (L) u 3amro?
6) Kopucrelin moverne yciose Kao w a je TIOTEHIM]AJIHA EHEPruja, IeCTHIE jeTHAKA, HYJIH,

HOKA3aTH JIa Cy HOPpMaJu30BaHe corcrsere (yHknuje gare ca ¢, (r) = \/% sin ‘7.

. 2522
B) Tlokazaru na cy ogarosapajyhe comncrsene Bpeanoctu jare ca F, = "2 72 L”g .
r) OgapenuTu BepoBaTHONY Jia ce decTUIa HaJA3u uaMehy © = % nzxr = % 3a KakBO N, Tj.

3a KOjy (byHKIM]y CTama, je Ta BepoBaTHoha Hajseha?

1) Konmka je ouekmBaHa BPEJHOCT KUHETHIKE €HEDIHje UECTHIE OMUCAHE IIPOU3BOJHHUM
crameM Y, ObjacHuTH 3aIITO.

h) Axo ce gectura omucyje crameM 11, OJPEJUTH OUCKUBAHY BPEIHOCT UMILYJICA IECTHUIIE.

5. XOMOreHa TPAHCIODPTHA je[HAUMHA KaXKe Ja je BEKTOPCKO 1ojbe a’V S costeHouIHo,
e je dS(R") C H~L(E). Tlokazatu jia je XoMOTeHa TPAHCTIOPTHA je/HATAHA, eKBUBAJTCHTHA
ToMme j1a je popma m*a’dr nHBApHjAHTHA y OHOCY HA TOK BEKTOPCKOT H0J/ba X [ PECTPUKO-
sanor Ha dS(R"), rue je 7 : T*R™ — R™ upojekuuja.

6. a) Jaru npumep komiiekcue dynxnuje (), z € R taxse na [1)|? moxe 6uru rycruna,
BepoBaTHONE I0JI02KAja YECTHUIIE.

6) Uspauynaru O4eKMBAHY BPEAHOCT I0JIOXKAJA UECTHIE, AKO CE€ CTAIE UECTHIE OIUCYje
dbyukmmjom o, a).

JIuneapua asredpa

1. Jlokazaru jia 6MIIMHEADHO KOCO-CHMETPUYHO TTPECIIMKABAHE HA HEMTAPHO-TUMEH3UOHOM
BEKTOPCKOM TPOCTOPY MMa HEIPa3HO je3rpo.

2. Jlokazaru jja je BEKTOPCKH IIPOCTOP KOjU JIOMYIITa KOMILIEKCHY CTPYKTYPY IIapHE
JUMEH3H]E.



3

3. llokazaru na je ¥ € M (2n,R) muneapun cumiurekromopduzam (V*wy = wp) ako u

camo ako je W JgW0 = Jo, rae je Jo = GI) —0]I> Hwo = <—0JI g) ’

4. Jlokazaru /1a je JeTePMUHAHTA CUMILICKTHIKE MATPUIlE jeaHaka 1.

5. Ilokazarn ma ¥ € GL(2n,R) uysa kommiercay crpykrypy (UJo = JoV¥) ako u camo
ako U € GL(n,C).

Jlujese asrebpe

Hedunnnuuja. Jlujea anrebpa je Bekropcku npoctrop V ca npujapyKeHuM OHIUH-
eapHuM npecsukasatmeM (Jlujese 3arpagne) [-,-] : V x V — V 1ako ma Baxu:
- koca-cumerpuanoct ([u,v] = —[v,u]);
- Jakobujes unenrurer ([[u,v],w] + [[v, w], u] + [[w,u],v] = 0).

TMpumep. (R3, [u,v] = u x v) je Jlujesa anrebpa.

IIpumep. Cxyn ¢BuX BEKTOPCKHX I10Jba HA T1aTKO] MHOTOcTpykoctu X(M) je Jlujesa
anrebpa, e je [X,Y] = XY — Y X (JlujeB u3Boj, BEKTOPCKOT 110JbA).

1. Axo je G Jlujera rpyma, taga je g := T7G upuapy:kena Jlujesa anrebpa. [lokazatn
na je Jlujea asirebpa Jlujepe rpyme:
a) GL(n, R)- gl(n) = M, (R);
6) SL(n,R) ={A € M,(R)|det A =1} - sl(n) ={X € M,(R)[trX = 0};
B) SO(n,R) = {A € M,(R)|AAT = ATA =1,det A=1}-s0(n)={X € M,(R)|X+XT =
0};
r) U(n,C)={A € M,(C)|[AA* = A*A =1} - u(n) ={X € M,,(C)| X + X* =0};
,ZL) Sp(Qn,]R) = {A S Mgn(R)‘ATJ()A = Jo} - 5p(2n) = {X S MQR(R)LH()X + XTJO = 0}
h) Oapepurn pumensuje osux Jlujesux rpyna.

2. JlujeBa Teopema: Cpaka KOHAYHO juMeH3UOHA JIujeBa airebpa ojroBapa jeIMHCTBEHO]
npocTo noBe3aHoj JIujesoj rpymnu. HokazaTtu.

~

Hamomena. YcjioB MPOCTO-TIOBE3aHOCTH je Heomxofan jep 50(3) = su(2) = R3, am
SO(3) u SU(2) uucy uu xomeoMopdHe.

3. Jokazatu na Jlujesoj anrebpu R3 oxrosapajy Jlmjese rpyme SO(3) u SU(2). Koja o
BUX HEje TPOCTO MoBe3aHa,?

4. Heka je g konauyHo-jmmen3unona Jlujesa anrebpa. Heka cy ey, ..., e, 6a3nu Bekropu.

Koncranre cfj KOje 3a10B0sbaBajy [, e;] =Y 1 cfjek Ce HA3MBAjy CTPYKTYPHE KOHCTAHTE
Jlujese anredpe g. Ha npocropy C°(g*) nedwunumemo ussox va cieaehn HauuH: g—i €gje

JEMHCTBEHH eJEMEHT KOju 33JI0BOJhaBa

1 OF .
Jim (et hop) = F(u) = (0,0 ). 00 € 0
YBoaumo 6usmueapun oneparop {-, -} : C®(g*) x C*°(g*) — C*(g*), rue je g* ayan Jlujese
asarebpe g, ca
oOF 0G
{F.GHp) == <M7 [aa @})

3a cBaku p € g*. Ilokazaru na je g* IloacoHoBa MHOTOCTPYKOCT.



Hedununuja. Bekropcku normnpoctop JlujeBe anrebpe Koju je 3aTBOPEH y OJHOCY HA
Jlujese 3arpaje ce nazusa JIujera momasrebpa.

5. a) Jlokazaru Ja je CKyIl CBUX CHUMINIEKTHYKHX BEKTOPCKmX mosba Symp(M) Jlujera
nogasrebpa CKyIa CBUX BEKTOPCKHX T10Jba HA CUMILIEKTHYIKO] MHOTOCTpYyKOCTH. (IToKasarn
JIa je KOMyTaTOp JIBA CHMIUIEKTHYKA, BEKTOPCKA, MOJ/ba, XAMUJITOHOBO BEKTOPCKO TIOJBE. )
6) Jlokazaru 1 je CKyn cBuX XaMUJITOHOBUX BEKTOPCKUX MOJba, CUMIIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH,
Ham(M) C X(M) Jlujesa nonanarebpa CBUX CUMIJIEKTUIKUX BEKTOPCKEX nosba. ([Tokazaru
(X5, Xgl = =X{1,03)

6. laru npumep cumiuiekTuuke MHOTOCcTpyKOocTH (M, w) rme je Ham(M ) upasa Jlujesa
noganre6pa on, Symp(M). 3amro To mmje (R?™, wg)?

Oubparnmuje

Heka cy F u B Tonosomku mpocropu. llpecsimkaBame 7 : F — B koje 3a10BOBaBa
CBOjCTBO TO/IM3aHa XOMOTOIHU]E 34 CBE TOMOJIONKe mpoctope X ce Haswsa (pubparuja.

Teopema: Cre bubpe 71 (b) cy Mehycobro XoMoTomHE.
Oubpe jenne dbubpanuje He Mopajy 6utu xomeomopdue. CBako paciiojeme je hubparuja,
asu nocroje (ubparnumje Koje HuCy paciojema. (Ilornenaru Hatcher — AT)

1. Jokazatu nma je rmarka dpwmbpanuja cybmepsuja. (Csa npecsmkaBama y neduHUNUjn
dbubpanmje cy raarka.)

2. Jlokazaru ja je pubpamnuja m : E — B, rne je B kourpakTtubmian mpocTop, TPUBHU-
janna (E = F x B).

3. Axo je 7 : E — B ¢pubpanmja, oHIa TTOCTOjA JIyTH TAYaH HU3 XOMOTOTICKAX TPYIa
o= (F) = mp(E) = mp(B) — - -

e cy 6asme Tauke by € B, fo € Fy = 7 1(by) u eg = 1(fy) € Ep. OmucaTy mpecinKaBamba
y OBOM HH3Y.

IMocaeauna. I[Mpumernmo na ako je m : E — B markpusame (nakie F je auckperan
TOMOJIONIKA TPOCTOpP) oHya je Ty (F) = m,(B), 3a cee n > 0.

~Y

4. Axo je m: S — S? Xondosa dubpanuja, nokasatu ga je mp(S?) = mp(S3), e je
k> 3.

5. IlokazaTu na mocroju dubpamuja m : Sp(n + 1) — S4*3. Ompenuru m,(Sp(n)), 3a
k=0,1,2,3,4.

Hedunuaunnuja. Tomonomku nmpocrop X ce Hazupa n-moe3aH ako je 7 (X, zo) = 0 3a
cee k <n.

IIpumep. Cdepa S™ je n — l-moBezana. Jlakje CBaKO HENPEKUIHO MPECIUKABAHE
f:8" = 8" k < n—1 je xomoroncku tpusujamno. To Moxemo Bummern Ha ciegehu
wauud. CBako HenmperujHO TpeciukaBame CW KOMILIEKCA je XOMOTOIHO TTPECIAUKABALY
koje hesmmje qumensuje k cauka y henmje najsume qumensuje k (MemysapHO PECTUKABAE).
CW-nekommozurmja cdepe S™ je Tauka u guck D". To 3naum 1a je npeciukapame f xoMo-
TOITHO IIPECKUBAY KOje CJINKQ Dk JUCK Yy Ta49Ky, JAKJI€ KOHCTAHTHOM IIPEC/IUKABAILY .

6. ITokazaru ga je SU(n)/SO(n) 1-mose3sam.
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7. Kopucrehu tauan uus ¢pubpaiiuje, mokasaru Ja je GyHIaMeHTaJHa rpyna Jlarpanxesor
rpacManujana, Z.

Huctpubyrmje

Hedbununuja. uctpubyrmmja D C T'M na rnatkoj mHOrocTpykoctn M je mHTErpa-
OunHa ako nocroju nojgmuorocrykocr N C M rako ga je D =TN.

Hedbunnnuuja. ducrpubynuja D C TM wua riaarkoj muoroctpykoctu M je MHBOJIY-
TuBHA ako 3a cee X,Y C D Baxu u [X,Y] € D.

1. Ilokasaru ma je cBaka mHTErpabUIHA JUCTPUOYIIMja WHBOJIYTHBHA.

Opobennycosa Teopema: Ako je pucTpubyrinja WHBOJIYTUBHA, OHA je MHTErpabUITHA.

2. Jlokazaru na KOHTaKTHA CTPykKTypa & = ker a mumje muTerpabwina aucTpuOyInja.
Yuyrcrso: kopucturu dopmyiy da(X,Y) = X(a(Y)) — Y(a(X)) — a([X,Y]). (Cuusax
7.13.)

3. Hexka je C' C M Kou30TpOIHA HOJMHOTOCTPYKOCT CHUMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH
(M, w). ucrpubymuja (TC)' ce Ha3uBa KapaKTEePUCTHIHA JUCTPUOYIIH]A, II0MHOTOCTPYKOCTH
C (mojam ysenen ma crpamu 25.) Jokazaru na je (TC)' unrerpaGuima. YIyTCTBO: KO-
puctuta dopmyay dw(X,Y,Z) = X(w(Y,Z2)) + Y (w(Z,X)) + Zw(X,Y) —w([X,Y],Z) —
w(lY,Z],X) —w([Z,X],Y). (Cunsak 7.13.)

CuMILIEKTHYIKA TEOMETPH]A

1. ITokazaru ga je ceaka nogmuorocrpykoct C' C (M, w) kogumensuje 1 Kou3oTponHa.

2. Heka je C = H !(c), 3a meky perymapuy Bpegroct ¢ € R dbynxumje H : M — R.
[MokazaTn ja je npuiapyeno XaMUITOHOBO BEKTOPCKO mojbe X rtanrentro wa (TC)L.
(IMokazarn npso 1,,C = ker dH (p), 3a cee p € C.)

3. Jlokazarn Jlemy 3.14.

4. a) ITokazaru Jia je CKyIl CBUX CUMILIEKTOMOPhU3aMa HA, CUMIITIEKTHIKO] MHOTOCTPYKOCTH
(M, w) JlujeBa rpyma ca C'°° TOMOJOTHjOM.

6) Hdokazaru na je Jlujepa amrebpa ose JlujeBe Tpyme CKyIl CBUX CHMIUIEKTHYKHX BEK-
TOPCKHUX 110JbA.

5. Heka je (V,w) cumruiektnakrn BekTopcku npocrop, L C V' Jlarpaukes moanpocTop
u U C V mommpoctop Takas ga je L C U. Ilokaszaru ga je U xkomwsorpoman. I[Ipumepom
TOKa3aTH Jia UCTO TBPheme He BaXK¥ HA ITPON3BOJHHOj] CUMILJIEKTHYKOjMHOTOCTPYKOCTH.

JluBeprenmnuja BEKTOPCKOT MMOJba,

Hexka je M™ ranarka MEHOrOCTpyKOCT 1 w n-dopmMa Koja Hurje muje myaa (dhopma sanpem-
une) Ha M. Heka je X BekTopcko nosbe Ha M. Jepuucreena dbynknuja fx Koja 33,10B0JbaBA
d(1xw) = fxw ce Ha3uBa JUBEPreHIMja BEKTOPCKOT HOJbA u O3Ha4aBa divX.

1. McmmuraTy ga v AUBEPreHI]a BEKTOPCKOT 0Jba 3aBUCH 011 m360pa (popMe 3ampeMume
w.



2. Ilokazaru Lxw = divXw.
3. Uzpauynaru JuBEpPreHnujy BEKTOPCKOT 110/ba, ako je M = R"™ u w =dz1 A --- A dxy.

4. Hahw nudepennujan (byHKIHje) TUBEpPreHITje BEKTOPCKOT HOJbA.

JImjeBe rpymne
HMedununnuja. ['pyna Koja mMa cTpyKTypy TWIaTKe MHOTOCTPYKOCTH ce Ha3uBa JlujeBa
rpymna.

Hedunnnnuja. Ha ceakoj Jlujeroj muorocrpykoctu M nedunucana ¢y mpeciuKaBamba
JeBa u AecHa Tpancaanuja Ly : M — M u R, : M — M ca Ly(p) = gxp u Ry(p) = p*g.

1. Heka je X, € T.G npousBosban BekTOp TanrenTHe pauu 1.G, r1e je e € G HeyTpadJ
rpyue G. llokasaru ga je BeKTOpcko nosbe jgedunucano ca X, := (dLg)c(X.), g € G seBo-
MHBaPHjaHTHO BeKTOPCKO nosbe (1j Xgp = (dLg)nXp).

2. Tokasatu na je TanrenTHO pacaojeme Jlujese rpyne rpusujanno. ([Tokazarn TG =
G x T.G.)

3. Ha nu je cdepa napue qumensuje Jlujera rpymna?

4. a) Tlokazaru na je ckyn cBux k-pumen3unonnx nmoTnpocropa R™ jegHa MHOTOCTPYKOCT.
Hazusa ce I'pacmanujan.

6) Kako ce 30Be 0Ba MHOTOCTPYKOCT aKo je k = 17

5. llokazatu na cy cienehe rpyue Jlujese GL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), U(n,C), Sp(2n,R).

Pumanosa meTpuka

Hedununuja. Tlpecaukasawe g : M — (TM x TM)* nHa riarkoj MHOrOCTPYKOCTH
M ce maszmBa, PumMaHOBa MeTpHKA aKO 33 CBaKa JBa BEKTOpPCKa Toska X m Y wHa M
bynkmmja g(X,Y) :p € M — g,(X,,Y,) je rnarka n ako 3a cBako p € M mpecauKaBame
gp : TyM x T,M — R je ckajmapHu IPOU3BO/IL.

1. Imajyhu y BuAy g2 cy JOMEH M KOJOMEH METPHKE g UCTH Kao Ko 2-cdhopme, 1a JId je
Pumanosa merpuka 2-dpopma?
Teopema. Cpaka raTka MHOTMOCTPYKOCT JIOIYIITa, PUMaHOBY METPUKY.

Hedunnuuja. PumanoBa MHOroCTPYKOCT je IJIATKA MHOTOCTPYKOCT Ca, IIPHIAPY XKEHOM
PumanoBom meTpukoMm g.

ITpumepn. - R” ca crangap HauM CKaJAPHAM TPOU3BOIOM;
- M,(C) (ka0 u GL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), U(n,C), Sp(2n,R), tae je
g(A, B) = R(trace(AT B)).

2. Heka je (M, g) Pumanosa muorocrpykocr. Iokasaru ma je ca dg : M x M — Rxg

1
dg(p,q) = inf/o g(¥(t),4(t))dt,
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r7e ce MHPUMYM y3WMa [0 CBUM TJIATKUM KPUBAMA Y KOje CIajajay Tavuke p u ¢, jehuHuCAHA
veTpuka uHa M.

Hedbunaunuja. Ha Pumanosoj muorocrpykocru (M, g) nedbunmmnemo Jleu-Husura
KoHekcujy kao oueparop V : X(M) x X(M) — R koju 3a10B0o/paBa

9(VxY,Z) = %(X(Q(Y’ Z)N+Y (9(X, 2))=2(9(X,Y))+9([2, X],Y)+9([Z, Y], X)+9(Z, [X, Y])).

Teopema. Jlesu-Uusura KOHEKCHja je jeIMHCTBEHA KOHEKcHja Oe3 TOp3uje W carJiacHa
€a METPHUKOM.

3. IpoBeputu na je Jlesn-UuBura KOHEKCH]a 3amMCTa KOHEKCHja, Ja je 6e3 Top3uje u 1a
je caryracHa ca METPUKOM.

4. Hexka je (M,g) Pumanosa muorocrpykoct ca Jlesu-Uusura konkcujom V. Ako je
V4Y =0mun V42 = 0 (1j. BeKTOpCKa 10sba Y ¥ Z Cy HapaJsesHa JyXK KDPHBE ) OHJIA je
dyukmuja ¢(Y, Z) KoHCTAHTHA JyK KpuBe 7. (YIYTCTBO: KOPUCTHTH Ja je V carjacHa ca
merpukom g, gakie X (g(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ).)

Hedbununuja. l'eomesujcka munuja je Kpuba v TakBa ga Vsiy = 0.
DyHIaMeHTAHA TEOPEMa, O eI3UCTEHIIN]H U JeJTMHCTBEHOCTH reojie3njckux: Heka je (M, g)

Pumanosa MHOrocTpykocT. 3a cBaky Taduky p € M n cBaku Bexktop X, € T1,M mocroju
jemuncTBena reozesujcka Kpusa 7y : (—e,€) — M Taksa ga je v(0) =p un 4(0) = X,.

5. IlokazaTu j1a cy reojie3ujkce JuHEje ekcrpemaste ynknuonana L(y) = fol Vg(y(t),5(t))dt.

HMedunnnuja. Pumanopa MeTpuka ce Ha3MBa KOMILJIETHA aKO 33 CBaKy Tauky p € M
n cBaku BekTOp X, € T, M jenmncTBeHa NpuapyrKeHa TeoJie3nujcKa KpHuBa, Y je JleduHrcana
3a ceako t € R.

IIpumep. (R", gs) jecre kommterna, (R™\{0}, gs:) HEje KOMILTETHA.

Teopema. Heka je (M, g) PumanoBa MHOTOCTPYKOCT €a HHIYKOBAHOM METPUKOM dj.
Tazma je (M, dy) je KoMIIIeTaH METPHUKE IIPOCTOP AKO M CAMO AKO je g KoMmiteTHa Pumanosa
MEeTPUKA.

Ako dpurcupamo 6a3y eq, . .., e, BEKTOPCKOT mpocTopa T, M oHa ce CKaJapHu TTPOU3BO.T
gy MOXKE 33JIaTH MATPHIOM (ij = §z(€;,€;). Y JOKaJIHOj KAPTH MHOTOCTPYKOCTH, CKAJIAPHU
IPOU3BOJL Ce MOXKe 33JaTh MaTpuioM GyHKImja g;;(z).

6. Ilokazaru fa je marpua [g;;] mosutusHo nedunurHa. Kakse cy comcrsene BpeIHOCTH
ore marpure? Kakse cy BpeJHOCTH Ha JMjarOHAJN OBe MaTpuie?

MeTpuKka Ha KOTAHT€HTHOM PacCOjerby.

Axo je (M, g) PumanoBa MHOTOCTPYKOCT OHJIa C€ MOMONY METPHUKE ¢ MOTY MJIEHTH(DUKO-
Batu T, M wu T,M*, 3a cBako © € M, momohy npecimkasamwa v, € T M +— g.(vg, ) €
(T, M)*.

1. ITokasaTu na je 0BO HMpECIHKABAILE OUjEKIIHja.



Ha ocnoBy Te maenrudukanuje, Ha IpUpOJaH HAYAH ce yBoau PuManoBa MeTpuka ¢* Ha
. * -
KOTQHT€HTHOM DaCJIOJEIhY g, (gx(vaca ‘)7 gw(uaca )) - gx(vaca u:v)

2. AKo je MaTpuna CKaJapHOT TpousBoia gy @ TpM x TpyM — R nara ca [g;;] nokasarn
Ja je Marpuna ckajgapHor npoussoga gy ¢ (T, M)* x (T, M)* — R uaBepsna marpunu [g;;).
Osmauasamo je ca [¢g"].

3. Hexa je dynknuja H : T*M — R nedunucana ca H(z,1;) = 595Nz, 7). Joxasaru
Ja je perynapum uuBo (dyukimje H TpaHncBep3asan Ha JIMyBMIOBO BEKTOPCKO moOJbe Y.
(Mokazaru dH (Y') # 0).

4. Ilokasaru jga je peryaapnu HEBO (pyHKIHEje H KOHTAKTHA MHOrOoCTpyKocT. Hasusa ce
KOC(hepHO paciojeme.

5. Heka je Xy XaMusiTOHOBO BEKTOPCKO TMOJhe MPUAPYKReHO QyukImju H mHa cumiiek-
T4YK0j MHOrocTpykoctn 1™ M. Heka je v mponsBosbHA TpajeKTOpHja BEKTOPCKOr 1Mosba X.

TlokazaTu ma je
dry
dr(—) = 0.
&)
(Teopema 3.34.) IIlta je reomeTpujcka WMHTEPIpETAIMjAa OBOT pe3yarara ako H cxBaTmmo

Ka0 KWHETUYIKYy eHeprujy uecturie Ha 1M a moreHnujajana eHepruja je myaa?

\%

dr (&)

6. Ilokazatu ma TOK XaMUIATOHOBOT BEKTOPCKOT TOJha X zy MPECIUKABA PETYJIApHU HUBO
dbyuknuje H y cebde.

I'pagujenr dbynknuje Ha PumanoBoj muorocrpykoctu f : M — R medunummemo
Ka0 JeJIMHCTBEHO BEKTOPCKO TI0Jbe Koje 3a70BosbaBa df (v) = g(v, ). O3nauaBamo ra V f.

Jlannacujau dysukinuje Ha PuMaHOBO] MHOTrOCTPYKOCTH je JIMBEPTEHIIN]a BEK-
Topckor mosba, V f. @opma 3anpeMuHe 3a KOjy AeDUHHUITEMO TUBEPIEHITN]Y Ce Y JIOKAJTHUM

KoopAuHaTaMa neduHnie Kao w = /| det|g;;||dzy A -+ A dxy,.

1. Wspauynaru rpaaujent u Jlannacujan ¢dyukiuje, ako je M = R" ca cranmgapaaum
CKaJIAPHUM TTPOU3RBOIOM.

Kpanrusanuja dyuknuja (5.3.)

0. Ilokazarm ga C°°(M) momyiirra CTPYKTYPY KOMYTATHBHE acOIUjaTHBHE ajrebpe, Tie
je M npownsBo/bHA MHOTOCTPYKOCT.

1. Ako je (M,w) cuMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT, mokazaru ga C°° (M) pomyrmra cTpyK-
Typy Iloaconose asirebpe.

2. Tlokazatu ja A, CKyIT CBUX CUMETPUIHUX OMIEPATOPA HA HEKOM XHJIGEPTOBOM MPOCTOPY
JIOTYINTa, CTPYKTYPY KOMYTATHBHE HEACOIUjATUBHE ajiredpe.

Tokasarn jia cy na anrebpn A nedunncane Jlnjese sarpage ca [A, B] = $(AB — BA),
3a cBaka aBa oneparopa A u B. Jlakie, A je beckonauHo-InMeH3n0OHa JIujesa anarebpa.

Hedunaunuja (5.33) [pecaukasamwe p : C°(M) — A ce nasuba kBaHTH3anMja QyHKIHjE
aKo



a. p(1) =id.
6. p({f,9}) = [p(f), p(9)]-

1. Komiuteran ckyn nHBOJIyTUBHUX (DYHKIM]a C€ HIPECJMKABA HA KOMILIETAH CKYII Ollep-
aTopa KOju KOMYTHUDPA]y.

3. a) Ilokazaru nma je cBaka GyHKIMja y WHBOJYIHUJH €4 KOHCTAHTHOM (DYHKIIHjOM
({f,c} =0) u na ceaku oneparop KomyTupa ca uiaentureroM ([A,id] = 0).

6) 3a dyukmmje ¢,p, H rue je M = T*R (mim M = T*R"™) nokasatm ma omepaTopu
Gd=p(q),p=p(p), H= p(H) 3amoBosbaBajy ocobuny 6. KBAHTHIAIH]E.

IIpumerumo ja cy osu omeparopu gedunucann Ha R (a me T*R).

KoranreHnTHO paciojeme.

1. Heka je 7 : M — T*M npoussomna 1-bopma. IMokazatu ma 7 : QY (T*M) — Q1 (M)
3aI0BOJBABA, T Aegn, = T-

2. Heka je ¢ : L — T*M yraname Tako na je t*dAqn = 0 (Jlarpanxkeso yraname). lakite
t*Aean je 3aTBopena 1-copma. Heka je 7|p : T*M — M mudeomopduzam. Ilokazaru ga je
t* Aean, TauHA popMma ako u camo ako je t(L) = dS(M), 3a nexy dyskmujy S : M — R.

(L, ) mazuBaMo TauHO JlarpaHxkeBo yramame.

3. Ilpumepom moKa3aTy 3aIMTO HUj€ JOBOJHHO 13 je L CAMO MMEP3HUja, a HE yTallambe.

Kpanruzamuja crama Ha T*R.

Hexa je bynkuumja H : T*R — R mara ca H(q,p) = %—H/’(q) n S : R — R dpynknuja uujn
je audepentmjan pememwe Xamusronose jennaunne H(q,p) = E (nakae H(dS(R)) = E).

1. Ilokasaru ga je dS(R) C T*R JlarpanmeBa TOJAMHOIOCTPYKOCT, 33 CBAKy T[JIATKY
bynkuujy S.

Tlogcernmo ce

T

- Axo je jorn a?S" +2ad’S" = 0 3a nexy dbynkuujy a: R — R, omga je o(z) = @)/ g (1)

je concrenn BekTop u E je concrsena pemmocT omeparopa H (mo ma O(h)).

concTenn BekTop u E je concrsena Bpemoct oneparopa H (10 na O(h?)) (sax. 2.). Bunenn
CMO Ja TIPETXOAHA, JeTHAKOCT 3HAYH 13 je hopMa W|25(R)a2dl‘ WHBAPU]AHTHA IyK TPajeK-
Topuja BekTopckor nosba Xy pecrpukoBanor Ha dS(R), rme je m : T*R — R npojekmuja
(az. 5.).

Ipuvernmo ma je |qqr) Gujexmmja.

Ako je dpopma a’dr MHBApHjaHTHA y OJHOCY HA HEKO BEKTOPCKO mOJbe X, He MOpa /3
3uaum A3 je u popma adr muBapujanTHa. Takohe, ako je adr wHBapujanTHA, HE MOPA 113
snaun ja je a’dr nasapujantaa. (Camo ako cy u dynknuja a u Gopma dr MHBApHjaHTHE,
onma je a’dr whsapujanTha.) 3aTo ce yBOmM mosy-rycTura. Kaja KaskeMmo Ja je moJy-
rycruna a|dr|? waBapujanTHa y omHOCY Ha X, MUCIUMO 714 je je dbopma a’dr wHBApHjaHTHA
y oxHocy Ha X.
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Axko je H oneparop na Xunbeprosom upocropy Hag M = R, unp L*(R), ouga memy

MOKEMO IPUJIPYKUTH OIIEPATOD H na Xunbeprosom mpocropy Haz Q'(R) nedbumncan ca

~

H(adz) = H(a)dz.

ExsuBasentro, ako oneparop ﬁ JeduHUIIIEMO HA, TTOJIY-TYCTHHAMA,
H(aldz|?) = H(a)|dz|?.
Axo je pyHKITH]A 0 COTICTBEHN BEKTOP OMEPATOPA H onna je ToTy-TyCTHUHA, <p|d:v\% COTICTBEHU
BEKTOP OIIepaTopa Iif .
Hedunnnnuja. Kpanruzanuja crama (dS(R),a = W’;S(R)a|dl“%), rae je Lx s @ =

. ; 1 2
0, je coucrsenn Bekrop ¢ = €'3/Ma|dz|2 oneparopa H.

e Xohemo caga ma yomrmruMo npeTxoaHy AeduHANH]y Ha mmpy Kiacy crama (L, a) rue
je L mpomsBospHA yTOIIbeHa JlarpamxkeBa MOIMHOTOCTPYKOCT U G TOJIY-TYCTAHA Ha L K0joj
hemo nmomenuTn Heke ocobuHe.

Ipernocrasumo na je w|p, = ot : L — R 6ujeknuja. OH,ZL?. je u mlh : QYR) — QY(L)
bujexnumja. Heka je a nosy-rycruma ma L nmara ca wl|jaldr|2 = a, toe je a : R — R

1
dbyukmmja. Hakie aldx|z = (w\zl)*d. (Y K®BHU3U ce 9ecTO MO, O3HAKOM ¢ BOJH U (DYHKIIH]jA
U TIOJIY-TyCTHHA. )
2. Heka je ¢ : L — T*R JlarpamxkeBo yramname u 7 o | bujexija.
a) Tlokazarn na je L = dS(R), 3a meky dbynkuujy S : R — R.
. . - 1 .
6) Ako je L = H™1(E) u ako je nony-rycruna a = 7|} aldz|2 unsapujanTa y oJHOCY Ha TOK
BexTOpCcKOT noswa Xyl (1) Lx,|,a = 0,) nokasatu ma je Taga dopma a’dxr wHBapujaHTHA
y OJtHOCY Ha TOK BexTOpCcKor mosba dm(Xp|r) n na saxku a?S” + 2a'S" = 0.
8) Mokazarn ma je p(z) = e3®)/hq(z) concrrenn BexTop u E cONCTBeHA BPEIHOCT OTEpa-
topa H (10 na O(h?)).
r) Halu comcrBenn BeKTOp KOjH OJroBapa CONCTBEHO] BPEJHOCTH F NPHUADPYKEHOT Orepa-
topa H.

Hedununmnuja. Heka je L C T*R npoussomHa yTommbeHa Jlarpanxkesa moIMHOTOCTPYKOCT

TakBa Jia je 7|, Owjexrmja, H|, = E u a momy-ryctuna na L Taksa ja Lx,,a = 0 u
1 . . -
(7|;1)*a = aldz|2, 3a nexy byukmmujy a : R — R. Kpanrusanuja crama (L,a) je con-

. 1 N
i8/hq|dz|z omeparopa H.

CTBEHU BEKTOD gp]dxﬁ =e
IMomro je L = dS(R) onpa je t*\ Tauna 1-popma (2. 3aj. KOTAHIEHTHOT paciiojerma),
JakJe Y\ = d¢, 3a Heky DyHKIHU]y .
3. a) Tlokazarn ya je dp = d(S o w|L), 1j. (7|;1)*¢ = S + const.
6) Tlokasaru ja je kpamrusamuja crama (L, a) jemmaxa (7], 1)*e/Ma.
4. Hexka je 1 : L =R — T*R paro ca 1(z) = (z,2*). Hexa je H(q,p) =p — ¢* + E.
a) Haln Xamuaronoso Bekropcko nome Xy (w = dp A dg). Hahu Tok oBor BekTOpCKOr
OJbA.
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6) Jdaru npumep noay-rycrude @ Ha L Koja je uaBapujanTHA y onHOCY HAa X 7|7
B) Onucarn kBanTuzanujy crama (L, a), 3a moay-rycTuny a ns 6).

5. Youmrruru nperxojne jgeduanimje u rBphema 3a 1T R™.

Kpamruzamuja crama Ha T M.

Heka je M PumaHOBa MHOTOCTPYKOCT.

IIpumernmo ma 3azarak 2. KOTAHIEHTHOI PAC/Ojera Kaxe t*Acgn = d¢, 3a dyHKIHUjY
¢: L — R axo u camo ako (L) = dS(M), tne je S = ¢on|;'. Osnaka (L, 1, ¢) sHaunm 1a je
t: M — T*M rauno JlarpanxeBo yramame u Jia je L™ Aeqn = do.

Hexka je dynakuuja H : T*M — R pedbwununcana ca H(x,n,) = %g;(nz, ne)+V(x),ze M
W HeKa je IpuapyxKeHu omeparop Ha M medummucan ca Hiyp = —%Aw + V -, toe je
¥: M — Ru A Jlamacujan na M.

1. Heka je (L,t,¢) Tauno Jlarpanxepo yranamwe u 7|7, 6ujeknuja. Heka je H|p, = E u
Heka je a mojiy-rycruna ua L raxsa ja je Lx,,a = 0. Ilokazaru ja je mosy-rycruna ¢
neduHUCcana ca @ = (7r|£1)*ei¢/ hé comcrBern BekTOp M E COICTBEHA BPEIHOCT OMEPATOPA
H, 1o ma O(h?).

. . 1 . —

Hpumernvo 1a je ¢ = €5/Maldz|z, tae ¢y a,S : M — R dbyukumje mare ca S = ¢ o W\Ll

1
u aldz|? = (n[})La.

Hedunaunnuja. Heka je (L, t, ¢) Tauno Jlarpanxkeso yraname u 7|, 6ujeknuja. Heka je
H|p = E w neka je @ noay-rycruna na L raksa ja je Ly, a = 0. KpanTuzanuja crama
(L,t,¢,a) je concrpern Bektop ¢ = (7|, 1)*e*/"a omeparopa H.

ITpumerrMo 73 aKO je ¢ TPUMUTHUBHA 38 L*Acgn, OHIA je U ¢ + const MPUMUTHBHA.

2. Kaya cy ksanTusanuje crawa (L, 1, ¢1,a) u (L, 1, ¢2,a) jennare?

e Xoliemo cajia Jia youmnrumMo nperxoiany geduHuimjy Ha JlarpaHxesa yramnama KOja HE
Mopajy 6urh Tauna (agu u Jasbe je |1 Gujekimja).

3. Tokaszatu j1a je cBaka 3aTBOpeHa k-hopma Ha MHOTOCTPYKOCTH JIOKaJTHO Tauna ([loenkape-
0Ba JIEMA).

JInyBuiioBa kmaca je 1-gopma A\p, = t*Aegn, Tae je ¢ : L — T* M yraname.

Hexa je L = UjcsL; mokpusau u3s Iloenkapeose seme. Jlakie, /\L\Lj = d¢;, 3a CBaKO
j € J. IlpernocraBumo na nocroju it > 0 tako ga 3a cBe i,j € J 3a koje je Ly N L; # ()
Baxu ¢; — ¢; € 2whZ. Hazusamo ra gomycruso h.

Maxaqe, xpantusanmja crama (Lj, ¢, ¢;,alr;) (vae je w| 1, bujexmmja, H|r, = E'n EXHIL]@’L,; =
0), je ;= (ﬂz;)*emj/h&’Lj-
4. Hexka 3a cBe i,j € J 3a koje je L; N L; # () Baxku ¢; — ¢; € 2whZ, tae cy ¢; : Ly - R

upoussosbie dyukiuje. Ilokazatu na je ca ¢| L; = ¢j nmobpo nedunncana bynknmja ¢ :
L — R/27hZ.
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Hedununuja. Heka je (L, ) Jlarpamxkeso yraname u 7|;, 6ujekimja. Heka je H|p, = F
v Heka je a mosy-rycruna na L takpa na je Ly, a = 0. Heka je L;, j € J, nokpusau u3
TMoenkapeose sieme. akie, A | L; = dg¢j, 3a cBako j € J. Heka je h monyctuso. KBanru-
sanmja crama (L,.,a) je dbynknmja ¢ : M — R nedunucana ca o = (7~ 1)*e'?/q.

e Xoliemo cazia ja ocaabumo ycios |y, je Gujeximja.

5. a) Heka je v : L — T*M Jlarpanxkepa umepsuja. Heka je p € M perynapHa BpeIHOCT
npecaukaBama 7w o ¢ : L — M. Ilokaszarn ma mocToju KOHTPAKTHOMIHA OTBOPEHA OKOJIMHA
U C M oxko Tauke p TakBa jga je (m o) 1 (U) = uﬁ:’:le CLumouv: Lj = U je bujexnuja,
ji=1,... k.

6) [lomro je L; C L m U KoRTpakTHOWIAH CKYTI, KakBa je dopMa t*Acan|r, ?

Hedununuja. Heka je (L, ) Jlarpanxesa nmepsuja Heka je H|p = F w Heka je a moury-
rycruna na L raksa jga je Lx, |, a = 0. Heka je U C M okosmna u jekomnosunuja L = UL,
u3 33;atka 5. Heka je V; mokpusau u3 lloenkapeose jieme u h gomyctuBo m QpyHKIHMja @
jedunncana Ha rope onucad Hauud. IIpekBanTusanuja crama (L, ¢, a) je mosy-rycruna

secbunucana Ha ckyny U ca Z?ZI(W]Z;)*GM)/ h&’Lj‘

6. (Hanomena/ Komenrap): y kusu (39. crpana) nwmie Ja ce cymupa mo V;, Tadamje
7T|‘_/il. Mucaum 12 je To rpenka, jep 7|y, He Mopa 6uTh Gujekimja.

7. Heka je 1 : L = R — T*R naro ca t(x) = (v, 2). Heka je H(q,p) = p* — ¢>.
a) Hahu Xp.
6) atu npumep mosy-rycTure ¢ Ha L Koja je mHBapujaHTHA y omHOCY HA Xf|L.
B) Onucaru npekBaHTH3aIH]y cTamba (L, ¢, ), 3a Hoay-rycTuHy ¢ u3 6) u 3a morojHo n3abpas
ckyn U.

MaciioB/beBa, KOpEKITHja

Hexka je ¢ : L — T*R Jlarpamxesa umepsuja. Waentudukyjemo T"R = R, x R, n
Heka je m, : T"R — R, (Beprukanna) mpojekmuja. IIpermocrasumo ma je m, ot : L — R,
nudeomopduzam.

1. Ilokazaru ma je ¢ Tauna Jlarpamxkesa umepsuja y omHocy Ha dhopmy qdp.

Hedbunnmuja. Heka je (L, ) Jlarpamkea uMep3uja TakBa aa je m, 0L audeomopdnzam.
Heka je @ nosy-rycruna na L wHBapujaHTHA y OJHOCY HA XaMMJITOHOBO BEKTODPCKO TIOJbE
Xp rne je H Xamunronosa dyrknuja. Ksanrusanuja crama (L, a) je

In(L,t,a) = (mp| ") e Ma

rjie je ¢ npumurusHa dyHkuuja 3a (*(qdp).

IIpumerumo ja je pobujena nosy-rycruna na R,. IIpumenom xBanTH3ammje 10 caja cMO
jobujasu nosry-rycruny Ha R,. la 6memo npenum ca napamerpa p Ha g kopuctumo @ypu-
jeoBe TpaHcdOpMaIje.
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Hexa je dyuknuja B(p) takBa Ja je B(p)\dp\% = (mp| ")*e®/"a. Macnosmesa xBan-
tusanuja crama (L,.,a) je

In(L,1,@) = F; {(B)|dg|?,

rae je Fp ! unpepsna ®ypujeosa Tpancdopmaimja.
2. Heka je 1(x) = (2%, 7). Heraje @ = \dp]%. O ipeuTh KBAHTH3AIH]Y Kao 1 MacaoBbeBy
kBaHTH3aKjy cramwa (L =R, ¢, a).

3. Heka je t(x) = (z,x). Heka je a koucranTaa nosmy-rycruaa. OApeuTn KBAHTH3AIM]Y
ka0 u MacsoBibeBy kBanTH3amujy crama (L =R, ¢, a).

YexoBa, KOXOMOJIOTH]a,

Omucahemo npeciankasame jie Pamose koxomosornje cremena 1 ma YexoBy KoxoMomorujy
crenena 1.

Heka je A € H},p(M,R) npoussossna kiaca sarsopete 1-dopume. Hexa je U = {U,, a €
A} nobap nokpusau muorocrpykoctu M. Jlakje, cBakm KOHAYAH MPECEK CKYIOBA je MU
npazan wim KOHTpakTuOmiaan. Camumm TuM je u cBakm ckyn U, komrpaktmbmian. Ha
CBAKOM 0J1 1bUX je 3arBopena dbopma A u rauna. Jakue, |y, = dfy. Ha ckyuy U, N Up
umamo A = dfy, = dfg. Hakne, d(fo — f3) = 0 1j fo — f3 = c(o, ) € R (dbyskuuje ce
pasJuKyjy 3a KOHCTaHTy). leduHuiemMo npecamkaBame ¢ Ha CKYILy CBUX TapoBa u3 A koje
map JBa WHIAEKCA TTPECJMKABA y KOHCTAHTY HA rope omnucan HauwH. llpeciukaBame c je
KoJtaHall dexoBe KOXOMOJIOTH]e.

1. Tlokazatw na je dc = 0, rae je dc(a, B,7) = c(a, B) + ¢(B,7) + ¢(v, a).

Hexa je ® : H},p(M,R) — H(M,R) upeciukasawe nedunucano ca ®([A]) = [c], rue
je [c] xuaca cBux kosanana ¢ takBux ja je ¢ — ¢ = dcp, TaE je ¢p KOJIAHAIL, TAKO JIa BAXKU

dco(a, B) = coa) — co(B).

2. Tlokazaru sa je P 06po jedunucano: He 3apucu oj uzbopa 1-dopme uz kiace [\ u
HE 3aBUCH 0T m300opa npumuTHBHE pyHKIHje fo Ha ckymy U,.

3. Tlokazarn ja je ® bGujeknuja.

Pacmojema

Hexka cy E, M u F ronosomku npocropu. (m, E, M) ce Hazusa pacsiojeme akoje w : £ —
M cypjeKTHUBHO IpecIUKaBaibe TaKo Ja 3a cBe T € M mocToju oTBopeHa okonmHa ¢ € u C M
u xomeomopdmzam & : 7 H(u) — u x F roe @ : 771 (x) — {2} x F. IIpecukasame ® ce
HA3WBa JIOKAJHA TPUBY]ATA3AIM]A.

1. TTokazaru na je cBako paciojeme dhubpartuja.

2. Jlatu npumep dpudpaimje Koja HUje paciaojerbe.
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Henpekunmmo npeciukasame s : M — E Koje cBaky Tauky = € M IpecamKaBa y TadKy
na bubpu 71 (x) ce nazuna ceueme. Jlaxye, mo s = id. Ckym cBuX cedema paciojema F
oznagasamo ca I'(E).

Axo ¢y Dq @ 7 Hug) = uq X F u @5 : 7 H(ug) — ug x F soxanue Tpusujanusauuje
OHJIA je

Do 0 05 (2,p) = (2, gap(2)p),

rhe je gag @ Uq N ug — Homeo(F) HenpeKuIHO Ipec/inKaBambe. AKO IIOCTOje JIOKAJIHE
TpUBHjaIU3alMje PacIojema, TaKo 11a 3a cBe o U (3 BaXKU go8 : Uq Nug — G Tae je G rpyna
Koja nejcreyje Ha F, oHna ce G HA3WMBA CTPYKTYPHA IPyHa paciojema.

BekTopcka paciiojema. Paciojeme m : E — M rie je dubpa F = 7~ 1(x) (3a 6mmo
koje x € M) Bexropcku poctop R™ (mmm C") ce Ha3mBa BEKTOPCKO PaciIojeme.

IIpumep. TanreHTHO M KOTAHIEHTHO PAC/IOjEHE Cy BEKTOPCKA paciojema; = M x R”
je TpUBHUjaJHO BEKTOPCKO PACJIOjemhe.

3. Ilokazaru na je MebujycoBa Tpaka BEKTOPCKO PACiIOjerhe.

CBako BEKTODPCKO paciojeme jomyiTa cedembe. Ckym cBux cedema I'(E) je 6eCKOHATHO
JIMMEH3UOHY BEKTOPCKHU IIPOCTOP.

ITpumep. Ceuema TAHTEHTHOr PACOjerba Cy BEKTOPCKA MOJbA, CEUYerha KOTAHTEHTHOT
pacmojema cy 1-dopme.
Heka je F = M x R" TpuBujasHO BEKTOPCKO paciojeme. Tama mocroje s, ..., S, ceUema
nedurncana Tako na $1(x),. .., Sp(x) amne 6a3y mpocropa x X R™.

CrpykrypHa Tpymna BeKTOpCKOr paciojema je GL(n,R) (wmu GL(n,C)). Ta rpyma ce
MOKE PEJIYKOBATH y 3aBUCHOCTH O] CTPYKType Ha ¢ubpama paciojema. Koa BeKTOpcKux
paciojema ca Eykimackom merpurom je O(n). Ko cMMIZIEKTHIKAX BEKTOPCKUX PACIOjerha
je Sp(2n).

I'nasua pacaojema. I'narko paciojeme 7 : E — M (E u M cy riaTke MHOTOCTPYKOCTH
¥ T je TIIaTKO mpecimKasame) e je bubpa G = ! (x) Jlujesa Tpyma u Tie je  CTPyKTypHa
rpyna G ce Ha3wBa raBHO paciojeme. Jlakime, G nejcrByje Ha F Tako mTo JiejcTBYje
Ha cBaky ¢ubpy u npeciaukaba je y cebe. EKBUBaJ€HTHO, IVIABHO PAaC/IOjerbe Ce MOXKe
neWHUCATH KA0 TJIATKO PACIojehe KoMe je mpuapykena Jlujesa rpyma G Koja Ha CBaKy
bubpy menyje ciaobOAHO U TPAHIUTUBHO.

4. Tlokazaru ja je Xondora ¢pubpanmja 7 : S — S? masHO paciojeme, rie je G = St
Axo npenrudukyjemo S? = CU {oo} crepeorpadckom mpojexmmjom, onma je m(z1, 22) = 4,
3a 29 # 0, u 7(21,0) = oo.

5. llokazaTw 5a TIaBHO paciiojere JIOMYIITa Cederhe aKO W CaMO aKO je TPUBUjAJHO
(E=M x Q).

6. ITokazaru ja je mpecankasame 7 : SO(n+1) — S™, nedwurncano ca 7A = Az, x € S”,
rJaBHO paciojeme ca hubpom SO(n).

7. Tokazaru ma je npecimkasamwe m : U(n + 1) — S2"F1 nedunncano ca 1A = Aw,
r € $?"*! rnapHo paciojeme ca bubpom U(n).
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Konekcuje n kpuBuHe Ha paciojemy

Hexka je m : E — M raartko paciojeme. Ilocmarpamo mudepenmmjan dm : TE — TM.

Heka je VE = ker drr (Beprukanna gucrpubymmja). Taga je VE C TE noapaciojerme Tan-
reaTHOr paciojewma T E. Konekcuja paciojema E je puctpubynmja HE Taksa Jia Baxu
TE = VE ® HE. HazuBamo je xopum3oHTadHA qucTpubytuja. llpumernmo ma ako je au-
Mensuja pubpe K = m —n roe je dimE = m u dimM = n ouma je dmHE = 2n u
dim V E = 2k. ExBuBasieHTHO, KOHEKCH]Y MOXKEMO 331aTh 1 Kao npojektujy K : TE — V E.
Hakne, HE = ker K. Heka je H : TE — HE upojexnuja.

Konekcuja rinapaor G paciiojema 3a/10BO/bABA U YCJIOB
dLy(HyE) = HypE,

3a cBe p € I u cee g € G. lakiie, XOpU30HTAJHA JIUCTPUOYIIH]a je MHBAPUJAHTHA Y OJHOCY
Ha JIMHEAPU30BAaHO JiejcTBO rpyte G.

CBakoj KOHEKCHjI MOYKEMO Jia TIpupyRumo u 1-bopmy komexcuje o € QY (E) raxsy na
je keray, = H,E. Tlomrro je nucrpubyrmja H E waBapujanTHa y ogHOCY Ha AejcTBO G OHIA
je m « maBapujanaTHa T] Lo = 0. [Ipumernmo ja KOHEKCHja HUje je TMHCTBEHA.

Kpusura paciiojema npuiapyxkena 1-dopmu konekcuje o je 2-bopma wo € H2(M,7Z)
KOja 33JI0BOJbaBA T w, = da.

Knacudukanumja raasaux paciaojema

Heka je p : E — B rnapuo G-paciojewe u f : X — B HENpeKHUHO IPECIUKABAILE.
Tasma mocroju muAyKOBaHO MMaBHO G-paciojeme f*E = {(x,e) € X x E| f(z) = w(e)}.
[Ipojekmuja p : f*E — X je nedunucana ca p(z,e) = x.

1. IlokazaTu 12 ako ¢y f M g XOMOTOITHA IIPECIHKABAama OHIAA Cy paciojema f*F u g*F
n30MOpdHA.

Teopema. 3a caky Jlujery rpyny G mocrtoje knacuduryjyhiu mpocropu EG uw BG un
riaapHo G-pacnojewme m : EG — BG takeu ma Baxku chenehie. Heka je M mpowmssosbHa
ruatka mEOrocTpykoct. Ca Gy o3Haummo kiace cBux raasaux G-paciojema vag M (m3omopdnaa
paciojema duHe jeany kaacy) u ca [M, BG] kunace xomoronuje npeciaukasawa f : M — B.
[Tpecokasamwe ¢ : [M, BG| — Gur nedunucano ca O(f) = f*EG je bujexnyja.

2. Ilokasaru 1a je cBAKO TJIABHO PACJIOjelmhe HaJd KOHTPAKTHOMIHOM MHOTOCTPYKOCTH M
TPUBUjATHO.

I'nasua S'-paciojema
Baxu BS! = CP™ u [M, BS'| = H?(M,Z).

3. TlokazaTu jma TavwHO] 2-popMu OATOBAPA TPUBHUAJHO PACIIOjEHe.

Ha ocHOBy nperxoje Teopeme cjeju ja cy raasua S'-paciojema nag My 6ujeknuju
ca H*(M,Z). Jemuucreenu enemenr ¢(E) € H?(M,7) upuapy»<en riaBHOM PAciojemy ce
Ha3mBa npBa UepHOBaA KJiaca OBOT Pacjojema.
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Axo je M mnospm onma je H2(M,7) = 7 makne cBaku 1eo 6poj oapehyje jemuncrseno
(o ma m3omopdusam paciojema) Tiasao S'-pacmojeme man M. OBaj neo 6poj ce HazmBa
Ojnepor 6poj paciojema.

4. Tlokazaru ga remeparop [1] € H?(S?,Z) onrosapa Xondosoj pubpamuju 52 — S2.
Perepasmo, enementy [k] € H?(S?,7Z) onrosapa paciojeme Ly — S2, tae je Ly = S3 /7.

5. Tokaszaru na cBako riasHo S'-paciojeme fnomymra Konekcujy o Taksy ga je a(X) = 1,
rye je X BEKTOPCKO moJbe KOje reHepuine naejctBo (nakme X je TaHreHTHO HA opbute, ma je
dm(X) =0, To je ynpaso BepTUKaJHA JAUCTPUOYIMjA PACIOjEIHA,).

6. a) Hahu BexTopcko mome X Koje remepmime sejerso S ma S° koje 3amaje Xomdosy
dubpamujy.
6) Hahwu xonekcujy o taksy ma je a(X) = 1.
(Hdejcrso kpyra S' ma S° koje samaje Xondosy dbubpammjy je maro ca e

(€921, € 2y). Hakne, Tpajekropuje BexTopcKor moba X cy gaTe ca pg(21, z2) = (e

0 (21,22) —

1‘921’ eiazz).)
7. Axo cy a u B npe konekcuje S'-paciojema Takse ma a(X) = 1 u 3(X) = 1, nokazaTu 1a
oarosapajyhe popme KoHEKCHje W, U W3 TpHUIaajy UCTOj Knacu ae Pamose 2-koxomonoruje.

Yepu-Bejmosa Teopema. Ako je a ¢opma komekcmje S'-pacnojema m : E — M rtaxsa
na je a(X) = 1 onma omrosapajyha dopma koHekcuje w, mpunajga kiaacu je Pamose 2-
KOXOMOJIOTHje Koja je 3ajaTa mpoM YepHopoM KitacoM (Tj. [we] = ¢(F) € H*(M,7Z)).

IIpexBanTH3aMja CUMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH

Hexka je mara cumiuieKTmdka MuOTOCTpyKOocT (M, w) Taksa na [w] € H?(M,Z). Hexa je
7 : E — M rtnasro S'-pacmojeme mam M Kome je mppa Yepmosa Kiaca ynpaso [w]. OBo
pacjiojerbe Ha3UBaMO IIPEKBAHTN3aNUja CUMILNIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH.

1. Tlokazaru ma npekBanTu3amnuja F gomymra KOHEKCHjy (v KOja je KoHTakTHA (hopma Ha

E.
Jlakite, MpeKBAHTU3AIM]a CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH j& KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT.
2. Hahu xourakTay dopmy ua S3 koja je komekcuja Xomdose pubpamnuje.

3. IlpekBanTH3aNM]a KOTAHTEHTHOT paciojema. Llomrro je dA.q, Tauna 2-gopma, mgakie
3ajaje TpuBHjasany Kiaacy Ha H2(T*M,7) cnenm ma je mpsa UepHOBa Kjaca IPeKBAHTH-
3armje TpuBmjasaHa. Jlakie, paciojeme je Tpusmjasano, 1j E = T*M x S'. Ilokasaru na je
KOHEKCHja @ = T*\oqpn + df KOHTAKTHA dhopmMa Ha F.



