
1. doma�i

Jangov eksperiment sa izvorom svetlosti postav	enim ispred dva otvora pokazuje
da svetlost ima prirodu talasa. Naime, intenzitet svetlosti na zidu iza prepreke
sa dva otvora nije jednak zbiru intenziteta svetlosti koji polaze sa dva otvora, xto
je posledica interferencije talasa. Sliqno i eksperiment poznat kao Aragova taqka
ili Poasonova taqka tako�e pokazuje da svetlost ima prirodu talasa. U sredixtu
senke kugle (sa precizno centriranim izvorom svetlosti) se pojav	uje svetla taqka,
tako�e kao posledica interferencije talasa. Sa druge strane, Ajnxtajn pokazuje da
svetlost ima prirodu qestica; Fotoni su kvanti elektro-magnetnog zraqe�a.

1. Opisati neke od eksperimenata koji pokazuju da elektroni imaju prirodu svet-
losti, kao i eksperimente koji pokazuju da elektroni imaju prirodu talasa.

2. Pokazati da trajektorije Hamiltonovog sistema quvaju formu zapremine

dx1 · · · dxndp1 · · · dpn
na R2n.

Uputstvo: Hamiltonova funkcija H : R2n → R je definisana sa

H(x, p) =
1

2m

n∑
k=1

p2k + V (x).

I va�e Hamiltonove jednaqine

ẋk(t) =
∂H

∂pk

ṗk(t) = − ∂H
∂xk

.

Primetimo da su trajektorije Hamiltonovog sistema ϕt(x, p) = (x(t), p(t)) zapravo
TOK vektorskog po	a

X =
(∂H
∂p1

, . . . ,
∂H

∂pn
,−∂H

∂x1
, . . . ,

∂H

∂xn

)
.

Nazivamo ga Hamiltonovo vektorsko po	e. Dakle, va�i

X(ϕt(x, p)) =
d

dt
ϕt(x, p).

Da	e, tok vektorskog po	a quva formu zapremine ako i samo ako je divergencija
tog vektorskog po	a nula.

To sledi iz definicije divergencije

divXω = d(ιXω) = LXω,

pri qemu je

LXω =
d

dt
|t=0ϕ

∗
tω

Lijev izvod forme zapremine ω u pravcu vektorskog po	a X.
1
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- Sada kada znamo definiciju divergencije, pokazati da je divergencija vektorskog
po	a X = (X1, . . . , Xn) definisana u odnosu na formu ω = dx1 · · · dxn zapravo

divX =
∂X1

∂x1
+ · · ·+ ∂Xn

∂xn
.

- Proveriti da je divergencija Hamiltonovog vektorskog po	a zaista nula.

3. Pokazati da je komutator dva vektorska po	a na Rn tako�e vektorsko po	e na
Rn.

4. Pokazati da je komutator dva Hamiltonova vektorska po	a na Rn tako�e Hamiltonovo
vektorsko po	e.

2. doma�i

Posmatramo harmonijski oscilator i Hamiltonijan definisan sa

H(x, p) =
1

2m
p2 + V (x),

pri qemu je

V (x) = −
∫
F (x)dx.

Iskoristimo Hukov zakon
F (x) = −kx,

pri qemu je k konstanta opruge. Sledi

V (x) = k
x2

2
i

H(x, p) =
1

2m
p2 + k

x2

2
.

Kvantujemo Hamiltonijan i dobijamo operator

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ k

x2

2
ψ.

Frekvencija oscilova�a je

ω =

√
k

m
.

1. a) Pokazati da je Ĥ simetriqan operator na prostoru funkcija L2([0, L]), pri
qemu su funkcije jednake nuli na granici intervala. (Ili na L2(R), pri qemu su
funkcije sa kompaktnim nosaqem).

b) Pokazati da su

ψ0(x) =

√
πmω

~
e−

mω
2~ x

2
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i

λ0 =
~ω
2

sopstveni vektor i pridru�ena sopstvena vrednosti ovog operatora. Zatim pokazati
da su

ψ1(x) =

√
2mω

~
xψ0(x)

i

λ1 =
3

2
~ω

tako�e sopstveni vektor i pridru�ena sopstvena vrednosti ovog operatora.
v) Pokazati da su ψ0 i ψ1 ortogonalne funkcije.

g) Ako se dati oscilator opisuje sta�em ψ0 odrediti oqekivanu vrednost Hamil-
tonijana oscilatora, tj qestice.

2. Posmatramo qesticu na krugu. Talasna funkcija ψ(x) = 1√
2π
eikx opisuje qesticu

koja se kre�e po krugu kojoj je moment p = k~, pri qemu je k frekvencija.

a) Proveriti to uz pomo� postulata kvantne mehanike.

b) Proveriti da je data talasna funkcija normalizovana.

v) Da li je data talasna funkcija sopstveni vektor operatora momenta P? Ako
jeste, koja je pridru�ena sopstvena vrednost?

g) Sa druge strane, ako unapred znamo da je oqekivana vrednost momenta p = ~k i
znamo da se sta�e opisuje talasnom funkcijom ψ(x) = eikx, koje je sopstveno sta�e,
odrediti (tj definisati) xta je pridru�eni operator momenta. (Ovaj primer daje
motivaciju za definiciju operatora impulsa.)

3. doma�i

Rexavamo Xredingerovu jednaqinu

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
,

pri qemu je

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ

operator Hamiltonijana.
Koristimo metod rexava�a parcijalnih jednaqina - razdvaja�e promen	ivih:

ψ(x, t) = ϕ(x)f(t)



4

1. Neka je funkcija ψ(x, t) = ϕ(x)f(t) rexe�e Xredingerove jednaqine

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
.

a) Pokazati da je

f(t) = e−iEt/~,

gde je E ∈ R sopstvena vrednost, a ϕ sopstveni vektor operatora Ĥ.

Jednaqina

Ĥϕ = Eϕ

se naziva i Xredingerova jednaqina koja ne zavisi od vremena.

b) Ako je V = 0 (odgovara slobodnoj qestici) pokazati da je ϕ linearna kombinacija
funkcija eixξ i e−ixξ gde je ξ2 = 2m(E − V )/~2.
2. Odrediti sopstvene vektore i pridru�ene sopstvene vrednosti operatora X i

P. Da li je spektar ovih operatora diskretan?

3. Neka je data slobodna qestica u 1-dimenzionom kvadru du�ine L. Funkcija
sta�a ove qestice je sopstvena funkcija operatora Ĥ i ne zavisi od vremena t, dakle
ψ(x, t) = ψ(x). Verovatno�a da se qestica nalazi u polo�aju x = 0 i x = L je nula.

a) Koliko je ψ(0) i ψ(L) i zaxto?

b) Koriste�i poqetne uslove kao i da je potencijalna energija qestice jednaka nuli,

pokazati da su normalizovane sopstvene funkcije date sa ψn(x) =
√

2
L sin nπ

L x.

v) Pokazati da su odgovaraju�e sopstvene vrednosti date sa En = n2~2π2

2mL2 .

g) Xta na osnvu postulata predstav	a En?

d) Odrediti verovatno�u da se qestica nalazi izme�u x = L
3 i x = L

2 . Za kakvo n,
tj. za koju funkciju sta�a, je ta verovatno�a najve�a?

�) Kolika je oqekivana vrednost kinetiqke energije qestice opisane proizvo	nim
sta�em ψn? Objasniti zaxto.

e) Ako se qestica opisuje sta�em ψ1, odrediti oqekivanu vrednost impulsa qestice.
Izraqunati direktno, zatim dobijeni rezultat uporediti sa E1.

4. doma�i

1. Uporediti Xredingerovu sliku i Hajzenbergovu sliku zavisnosti funkcija
sta�a i operatora od vremena. Pokazati da se one poklapaju za operator Ĥ.

2. Rexavamo Xredingerovu jednaqinu

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
,
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slobodne qestice. Dakle, operator Hamiltonijana je dat sa

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
.

Sledi da Xredingerova jednaqina slobodne qestice glasi

∂ψ

∂t
=

i~
2m

∂2ψ

∂x2
.

Uz pomo� metoda razdvaja�a promen	ivih

ψ(x, t) = ϕ(x)f(t)

imamo
f(t) = e−iEt/~,

gde je E ∈ R sopstvena vrednost, a ϕ sopstveni vektor operatora Ĥ (to je proxli
doma�i). Dakle, sopstveni vektor ϕ(x) ne zavisi od vremena i rexe�e je jednaqine

− ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
= Eϕ.

a) Pokazati da je

ψ(x, t) = e−ω(k)it(Aeikx +Be−ikx),

rexe�e Xredingerove jednaqine slobodne qestice, pri qemu je

ω(k) =
k2~
2m

.

Uputstvo: iskoristiti da je

ϕk(x) = Aeikx +Be−ikx, A,B ∈ R,
opxte rexe�e diferencijalne jednaqine

ϕ′′k(x) = −k2ϕ.
Iskoristiti i De Bro	evu hipotezu p = ~ω, gde je ω frekvencija.
b) Dodajmo jox poqetni uslov

ψ(x, 0) = ψ0(x) = eikx.

Pokazati da je rexe�eXredingerove jednaqine slobodne qestice dato formulom (4.2.)
iz k�ige

ψ(x, t) = ei(kx−ω(k)t).

Sada �emo da proxirimo familiju rexe�a slobodne Xredingerove jednaqine (tj.
Xredingerove jednaqine slobodne qestice). Naredna rexe�a dobi�emo uz pomo� Fu-
rijeovih transformacija. Oslabi�emo uslov poqetne funkcije ψ0.

Furijeova transformacija

Neka je f : R → R proizvo	na funkcija. Tada je �ena Furijeova transformacija
funkcija definisana sa

f̂(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)e−itxdt.
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3. a) Dokazati da je funkcija

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ψ̂0(k)ei(kx−ω(k)t)dk

rexe�e slobodne Xredingerove jednaqine koja zadovo	ava poqetni uslov ψ0, za neku
Xvarcovu funkciju, i pri qemu je

ω(k) =
k2~
2m

.

b) Proveriti da je

ψ(x, 0) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ψ̂0(k)eikxdk = ψ0(x).

Uputstvo: ovde treba iskoristiti Furijeovu inverznu transformaciju

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(t)eitxdt.

v) Proveriti taqnost Furijeove inverzne transformacije na prostoru Xvarcovih
funkcija.

Zadatak 3. daje novu familiju rexe�a slobodne Xredingerove jednaqine. Sada
�emo ponovo da proxirimo familiju rexe�a. Naredna rexe�a su oblika

ψ(x, t) = A(x, t)eθ(x,t),

pri qemu su A i θ realne funkcije. Doda�emo poqetni uslov

ψ0(x) = A0(x)eip0x/~,

pri qemu je A0 realna pozitivna funkcija i p0 realan nenegativan broj.

4. a) Odrediti diferencijalne jednaqine qija su rexe�a funkcije A i θ.

b) Dokazati Stav 4.6. u sluqaju

A0(x) = A0x.

5. doma�i

Xredingerova jednaqina qestice na koju deluje sila
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Posmatramo qesticu qija je potencijalna energija data sa

V (x) =

{
−C, |x| ≤ A,
0, |x| > A,

za proizvo	ne A,C > 0.
Tra�imo rexe�e Xredingerove jednaqine

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
,

pri qemu je

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ.

Prvo koristimo metod razdvaja�a promen	ive

ψ(x, t) = ϕ(x)f(t).

Tada je

f(t) = e−iEt/~,

gde je E ∈ R sopstvena vrednost, a ϕ sopstveni vektor operatora Ĥ. Dakle, sopstveni
vektor ϕ(x) ne zavisi od vremena i ϕ je rexe�e jednaqine

− ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
+ V (x)ϕ = Eϕ. (0.1)

Ovo je linearna diferencijalna jednaqina drugog reda, pa je skup rexe�a dvodimen-
zioni. Me�utim, mi postav	amo uslov da rexe�e mora biti u prostoru

L2(R).

1. a) Dokazati da su funkcije

ϕ(x) =

{
cos
√
c− εx, |x| ≤ A,

cos
√
c− εAe−

√
ε(|x|−A), |x| > A.

i

ϕ(x) =


sin
√
c− εx, |x| ≤ A,

sin
√
c− εAe−

√
ε(|x|−A), x > A,

− sin
√
c− εAe−

√
ε(|x|−A), x < −A.

rexe�a jednaqine (0.2), pri qemu su A i C proizvo	ni pozitivni brojevi, sopstvena
vrednost E zadovo	ava uslov

−C < E < 0

i va�i

ε = −2mE

~2
i

c =
2mC

~2
.

b) Proveriti da va�i ϕ ∈ L2(R).
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2. a) Odrediti domen operatora impulsa na kom je on simetriqan operator. (Stav
3.9.)

b) Dokazati da su sopstvene vrednosti svakog simetriqnog operatora realni bro-
jevi, kao i da su sopstveni vektori koji odgovaraju razliqitim sopstvenim vred-
nostima me�usobno ortogonalni. (Operator definisan na prostoru sa skalarnim
proizvodom nad C.)
Sopstveni vektori operatora impulsa su funkcije eiλx/~ i pridru�ene sopstvene

vrednosti λ ∈ R.
v) Da li je operator impulsa simetriqan u odnosu na proizvo	ne dve razliqite

sopstvene funkcije? Proveriti direktno da nije.

g) Kako fiziqari prevazilaze ovaj problem?

Uputstvo: pogledati poglav	e 6.6. Deo raquna je i naredni zadatak.

3. Odrediti osobine funkcije ψ : R→ R tako da va�i

∂̂ψ

∂x
(p) = ipψ̂(p)

i

X̂ψ(p) = i
∂

∂p
ψ̂(p).

Podsetimo se da je Furijeova transformacija funkcije f : R→ R definisana sa

f̂(p) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−ipxdx.

6. doma�i

Neka je dat harmonijski oscilator.
Posmatramo Hamiltonovu funkciju

H(x, p) =
1

2

p2

2m
+
kx2

2

i �oj pridru�en operator Hamiltonijana

Ĥ =
1

2m
P +

k

2
X2,

gde su P i X operatori impulsa i polo�aja.
Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore operatora Hamiltonijana.

1. Opisati postupak za nala�e�e sopstvenih vektora operatora Ĥ.
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2. Ispisati sopstvene vektore ψk za k = 0, 1, 2 i odrediti pridru�ene sopstvene
vrednosti.

3. Pokazati da sopstveni vektori operatora Ĥ pripadaju prostoru L2(R).

4. Pokazati da su sopstveni vektori ortogonalni, i da formiraju bazu prostora
L2(R).

7. doma�i

Princip neodre�enosti

Neka je A simetriqan operator na nekom Hilbertovom prostoruH i neka je ψ ∈ H je-
diniqni vektor. Ako se sta�e sistema opisuje funkcijom ψ onda je oqekivana vrednost
operatora A data sa

〈A〉ψ = 〈ψ,Aψ〉.

Neodre�enost simetriqnog operatora A, u oznaci ∆ψA se definixe na slede�i
naqin

(∆ψA)2 = 〈(A− 〈A〉ψI)2〉ψ.

1. Pokazati da je

(∆ψA)2 = 〈(A− 〈A〉ψI)ψ, (A− 〈A〉ψI)ψ〉ψ.

2. Pokazati da je ∆ψA = 0 ako i samo ako je ψ sopstveni vektor operatora A.

3. Neka su A i B simetriqni operatori na nekom Hilbertovom prostoru i ψ je-
diniqni vektor koji pripada domenu operatora AB i BA. Pokazati da va�i

(∆ψA)2(∆ψB)2 ≥ 1

4

∣∣∣〈[A,B]〉ψ
∣∣∣2.

4. a) Izraqunati (∆ψ0X)2, (∆ψ0P )2 kao i (∆ψ0Ĥ)2, pri qemu je ψ0 funkcija sta�a
harmonijskog oscilatora.

b) Uporediti dobijene rezultate sa prethodnim zadatkom. Posebno razmatrati
sluqaj slobodne qestice (V = 0).

Rexe�e. a) Videli smo u doma�em 2. da je funkcija

ψ0(x) =

√
πmω

~
e−

mω
2~ x

2



10

sopstveni vektor operatora Hamiltonijana

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ k

x2

2
ψ,

pri qemu je frekvencija oscilova�a

ω =

√
k

m
.

Dakle, na osnovu zadatka 2. va�i

∆ψ0Ĥ = 0.

8. doma�i

VKB metod

Tra�imo rexe�e Xredingerove jednaqine

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
,

pri qemu je

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ.

Prvo koristimo metod razdvaja�a promen	ive

ψ(x, t) = ϕ(x)f(t).

Tada je

f(t) = e−iEt/~,

gde je E ∈ R sopstvena vrednost, a ϕ sopstveni vektor operatora Ĥ. Dakle, funkcija
ϕ(x) ne zavisi od vremena i ϕ je rexe�e jednaqine

− ~2

2m

∂2ϕ

∂x2
+ V (x)ϕ = Eϕ. (0.2)

Sada tra�imo ϕ, sopstveni vektor operatora Hamiltonijana, pri qemu nemamo
nikakve restrikcije za potencijalnu energiju.

U doma�em 4. videli smo da je, u sluqaju V = const, sopstveni vektor ϕ linearna
kombinacija funkcija eixξ i e−ixξ gde je ξ2 = 2m(E − V )/~2.
U doma�em 5. smo tako�e pronaxli sopstvene vektore ϕ, u sluqaju kada je V = const

na zatvorenom intervalu [−A,A] i V = 0 van tog intervala.

U doma�em 6. smo se susreli sa svim sopstvenim vektorima operatora Hamiltoni-
jana u sluqaju harmonijskog oscilatora, dakle u sluqaju V (x) = k

2x
2.
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Pretpostavimo sada da nemamo nikakve restikcije za potencijalnu energiju. Up-
oznajemo novi naqina za pronalaze�e sopstvenih vektora operatora Hamiltonijana,
takozvani VKB metod.

(Mi �emo se ograniqiti na sluqaj V (x) < E, mada se ovaj metod koristi i u sluqaju
V (x) ≥ E.)
1. Objasniti ulogu ~ kao promen	ive koja mo�e da te�i nuli.

2. a) Ako rexe�e jednaqine (0.2) tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~, gde se funkcija
S naziva fazna funkcija, pokazati da je S′(x) = p(x), do na O(~). Ekvivalentno,
pokazati dS(R) = H−1(E), do na O(~).

(Iskoristiti da je ukupna energija sistema E = V (x) + p2

2m .)

b)Ako rexe�e jednaqine (0.2) tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~a(x), gde se funkcija
a naziva funkcija amplitude, pokazati da va�i aS′′+2a′S′ = 0 (homogena transportna
jednaqina), do na O(~2). Ekvivalentno, pokazati da je a(x) = c√

p(x) , za neku konstantu

c. (ovo je formula 15.16 u k�izi)

v) Ako rexe�e jednaqine (0.2) tra�imo u obliku ϕ(x) = eiS(x)/~(a0(x) + ~a1(x)),
pokazati da va�i a1S

′′+2a′1S
′ = ia′′0 (nehomogena transportna jednaqina), do na O(~3).

(Napomena: sve rezultate tra�imo samo na dopustivom domenu, tj gde va�i E >
V (x).)

Lijeve grupe

1. Napisati definiciju Lijeve grupe i dati primer.

2. Napisati definiciju matriqne Lijeve grupe i dati primere.

3. Svaka matriqna Lijeva grupa je Lijeva grupa. Dati primer Lijeve grupe koja
nije matriqna Lijeva grupa.

Napomena. Svaka kompaktna Lijeva grupa je matriqna.

9. doma�i

1. Napisati definiciju Lijeve algebre i dati primer.

2. a) Ako je G ⊂ GL(n,C) matriqna Lijeva grupa, definisati pridru�enu Lijevu
algebru g.

b) Pokazati da je g zaista Lijeva algebra.
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3. Slede�im matriqnim Lijevim grupama pridru�ene su Lijeve algebre:

a) GL(n,R) = {A ∈Mn(R)| detA 6= 0}
gl(n) = Mn(R);

b) SL(n,R) = {A ∈Mn(R)| detA = 1}
sl(n) = {X ∈Mn(R)|trX = 0};

v) SO(n,R) = {A ∈Mn(R)|AAT = ATA = I, detA = 1}
so(n) = {X ∈Mn(R)|X +XT = 0};

g) U(n,C) = {A ∈Mn(C)|AA∗ = A∗A = I}
u(n) = {X ∈Mn(C)|X +X∗ = 0};

d) Sp(2n,R) = {A ∈M2n(R)|AT J0A = J0}
sp(2n) = {X ∈M2n(R)|J0X +XT J0 = 0}.

Dokazati v).

4. Odrediti dimenziju Lijeve grupe SO(3). Na�i bazne vektore Lijeve algebre
so(3).

5. Pokazati da je
g = TIG.

6. Neko su G1 i G2 dve matriqne Lijeve grupe povezane i prosto povezane i g1 i g2
pridru�ene Lijeve algebre. Ako postoji izomorfizam Lijevih algebri g1 i g2 onda
postoji i izomorfizam Lijevih grupa G1 i G2.

Primerom pokazati da je uslov proste povezanosti bitan. (SO(3) i SU(2))

Ugaoni moment na R3.
Neka je x = (x1, x2, x3) ∈ R3 vektor polo�aja qestice i p = (p1, p2, p3) ∈ R3 vektor

impulsa qestice. Tada se vektor
j = x× p

naziva ugaonim momentom, ili momentom impulsa qestice.

1. Izraqunati
{j1, j2}.

Ako su X i P operatori polo�aja i impulsa pridru�eni vektorima x i p, onda je
pridru�eni operator momenta impulsa (ili operator ugaonog momenta)

J = X × P.

2. Izraqunati
[J1, J2].
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Pokazati da je kvantizacija Poasonove zagrade {j1, j2} upravo komutator [J1, J2].

3. Opisati zavisnost operatora ugaonog momenta J3 od rotacija. Izraziti operator
J3 preko baznih vektora Lijeve algebre so(3).

10. doma�i

Diferencijalne forme

Ka�emo da je diferencijalna k-forma α zatvorena ako va�i dα = 0, a ka�emo da
je taqna ako va�i α = dη, pri qemu je η neka diferencijalna (k − 1)-forma.

Diferencira�em k-forme dobijamo k+1-formu. Kontrakcijom k-forme vektorskim
po	em dobijamo k − 1-diferencijalnu formu.

Forma zapremine na mnogostrukosti dimenzije n je diferencijalna n-forma koja
ni u jednoj taqki nije jednaka nuli. Na primer, dx ∧ dy ∧ dz je forma zapremine na
R3, dok x2dx∧ dy ∧ dz nije forma zapremine, zato xto je jednaka nuli u svim taqkama
u kojima je x = 0. Ako mnogostrukost dopuxta formu zapremine ka�emo da je ta
mnogostrukost orijentabilna

1. a) Definisati diferencijalne 0,1 i 2-forme na Rk, k ≥ 1. Opisati sve forme
zapremine na Rk.
b) Pokazati da je svaka zatvorena diferencijalna 1-forma na Rk diferencijal neke

funkcije (tj. pokazati da je taqna). Pokazati da je uslov zatvorenosti neophodan, tj.
da nije svaka diferencijalna 1-forma i taqna forma.

v) Pokazati da je d2 = 0 na Rk, pri qemu je d diferencijal forme.

2. Neka je ω = f(x, y, z)dx ∧ dz diferencijalna 2-forma na R3 i neka je X =
x ∂
∂x + y ∂

∂y + z ∂
∂z vektorsko po	e na R3. Odrediti dω i ω(X, ·).

3. a) Pokazati da je svaka taqna diferencijalna forma na proizvo	noj mno-
gostrukosti i zatvorena. Dati primer zatvorene diferencijalne 1-forme koja nije
taqna.

b) Pokazati da ako je mnogostrukost prosto-povezana onda je svaka zatvorena 1-
forma i taqna.

Poenkareova lema: svaka zatvorena 1-forma je lokalno taqna.

4. a) Definicija simplektiqke mnogostrukosti.

b) Pokazati da je (R2n, ω =
∑n

k=1 dpk ∧ dxk) simplektiqka mnogostrukost.
v) Ako je ω simplektiqka forma na mnogostrukostiM , pokazati da za svaku difer-

encijalnu 1-formu α na M postoji jedinstveno vektorsko po	e X na M tako da va�i
ω(X, ·) = α.

g) Pokazati da torus S1 × S1 = T 2 dopuxta simplektiqku formu, kao i da S4 ne
dopuxta.
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d) Pokazati da je svaka simplektiqka mnogostrukost orijentabilna (orijentacija
se zadaje diferencijalnom formom najvixeg stepena). Dati primer orijentabilne
mnogostrukosti koja nije simplektiqka.

11. doma�i

• Hamiltonova vektorska po	a na R2n.

Ako je f : R2n → R glatka funkcija onda se pridru�eno Hamiltonovo vektorsko
po	e Xf na R2n definixe sa

Xf =
n∑
k=1

( ∂f
∂xk

∂

∂pk
− ∂f

∂pk

∂

∂xk

)
.

Ako su f, g : R2n → R dve glatke funkcije, onda se Poasonova zagrada ove dve
funkcije definixe sa

{f, g} =

n∑
k=1

( ∂f
∂xk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂f

∂xk

)
.

Dakle, Hamiltonovo vektorsko po	e Xf se mo�e definisati sa

Xf (g) = {f, g}.
Podsetimo se (doma�i 1.)

** Komutator dva Hamiltonova vektorska po	a na R2n je tako�e Hamiltonovo vek-
torsko po	e na R2n, taqnije va�i

[Xf , Xg] = X{f,g}.

** Tok Hamiltonovog vektorskog po	a quva formu zapremine na R2n.

(koristili smo definiciju divergencije vektorskog po	a LXω = (divX)ω, pri qemu
je ω forma zapremine, i pokazali da je divergencija nula.)

Sada �emo prethodne pojmove i osobine da poka�emo na proizvo	noj simplektiqkoj
mnogostrukosti.

• Hamiltonova vektorska po	a na simplektiqkoj mnogostrukosti.
Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Neka je f : M → R glatka funkcija.

Jedinstveno vektorsko po	e Xf koje je rexe�e diferencijalne jednaqine

ω(Xf , ·) = df

se naziva Hamiltonovo vektorsko po	e. (U doma�em 10. 4. zadatak pod v) smo videli
da ovo vektorsko po	e postoji i da je jedinstveno.) Funkciju f nazivamo i Hamil-
tonijanom.
Ako su f, g : M → R glatke funkcije i Xf i Xg pridru�ena Hamiltonova vektorska

po	a, onda se Poasonova zagrada ove dve funkcije definixe sa

{f, g} = −ω(Xf , Xg).
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1. Dokazati da je sa {f, g} = −ω(Xf , Xg) zaista definisana Poasonova zagrada
(pokazati da va�e bilinearnost, kosa simetriqnost, Lajbnicovo pravilo i Jakobijev
identitet).

2. Posmatramo simplektiqku mnogostrukost (R2n, ω =
∑n

k=1 dpk ∧ dxk).
a) Neka je f : R2n → R glatka funkcija. Pokazati da se definicija pridru�enog

Hamiltonovog vektorskog po	aXf na simplektiqkoj mnogostrukosti poklapa sa defini-
cijom na R2n.

b) Pokazati da se definicija Poasonove zagrade ω(Xf , Xg) = −{f, g} poklapa sa
definicijom Poasonove zagrade na R2n.

Dakle, definicije Hamiltonovog vektorskog po	a i Poasonove zagrade funkcija
na R2n su specijalan sluqaj ovih pojmova na simplektiqkoj mnogostrukosti.

3. a) Pokazati da je komutator dva Hamiltonova vektorska po	a na simplektiqkoj
mnogostrukosti je tako�e Hamiltonovo vektorsko po	e.

b) Pokazati da tok Hamiltonovog vektorskog po	a quva simplektiqku formu. Za-
tim pokazati da quva i formu zapremine.

(za deo pod b) pogledati Teoremu 21.17.)

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Neka je H : M → R glatka funkcija i
XH pridru�eno Hamiltonovo vektorsko po	e. Neka je φHt , t ∈ R, tok vektorskog po	a
XH . Ka�emo da je glatka funkcija f : M → R oquvana varijabla u Hamiltonovom

sistemu (M,ω) sa Hamiltonijanom H : M → R ako vrednost f ◦ φHt (x), ne zavisi od

vremena t ∈ R, za sve x ∈M (tj. ako va�i d
dtf ◦ φ

H
t (x) = 0).

4. Pokazati da je f : M → R oquvana varijabla u Hamiltonovom sistemu (M,ω) sa
Hamiltonijanom H : M → R ako i samo ako je

{f,H} = 0.

Poxto je {H,H} = 0, sledi da je vrednost Hamiltonijana H oquvana varijabla. (To
smo tako�e videli na 1. qasu, pogledati Stav 2.26. i Posledicu 2.27.)


