1. nomahmu

JaHTOB eKCIEPUMEHT Ca M3BOPOM CBETIIOCTH TOCTAB/LEHUM HUCIPE]T JIBA OTBOPA MOKA3yje
Ja, CBETJIOCT MMa, MPUPOAY Tajiaca. Hawmme, MHTEH3UTET CBETIOCTH HA 3UIY W3a IIPEIIPEKE
ca JiBa OTBOPA HUjE jeHAK 30UPy MHTEH3UTETA CBETJIOCTH KOjH I10JIa3€ Ca JIBA OTBOPA, IITO
je mocaeuiia unTepdepenmnuje tanaca. CIMIHO ¥ eKCIIEPUMEHT MO3HAT Ka0 Aparosa Tadyka
win [loacoHoBa Tauka Takohe MOKazyje Jia CBETIIOCT WMa TPUPOLY Tajgaca. Y CPeIUInTy
CeHKe KyTJie (Ca TPEeIu3HO MEeHTPUPAHUM HU3BOPOM CBETJIOCTH) CE MOjaBJbyje CBETIIA TAaUKa,
Takohe Kao mocaeauia waTepdepennuje tanaca. Ca jgpyre crpane, AjHIITAjH TTOKa3yje jia
CBETJIOCT UMa nipupoAy decturia; PoToHU Cy KBAHTH €JIEKTPO-MATHETHOT 3Paverha.

1. Omnucaru HEKe 0J1 eKCIIEPUMEHATA KOJU HOKA3Yjy JIa €JIEKTPOHH MMA]y HPUPOJLY CBET-
JIOCTH, Ka0 W €KCIIEPUMEHTEe KOjH T0Ka3y]jy Ja €JEKTPOHU UMAjy IPUPOIAY TAJIACA.

2. TlokazaTwu jia TpajekTopuje XaMUITOHOBOT CHCTEMA UyBajy (popMy 3ampeMuHe
dzy---drpdpy - - dpy

ma R2",

Vuyrerso: Xamuiaronosa dynkmmja H : R — R je nedunucana ca

1 n
H(z,p) = m Zp% + V(z).
k=1

N Baxke XaMuITOHOBE jeTHATMHE

. OH
i (t) = e
. OH

[Ipumernmo gma cy tpajekropuje XamuiaroHosor cucreMa o (x,p) = (x(t), p(t)) 3ampaso
TOK BekTOpCKOr 110JBA,

(8H OH OH OH )
O apy 0wy 9w
HasuBamo ra XaMuaToOHOBO BEKTOPCKO ToJbe. Jlakye, Baxu
d
X(pe(,p)) = Z e, ).
Hame, TOK BEKTOPCKOT MOJba, 9yBa (pOpMYy 3allpeMUHEe aKO W CaMO aKO je JUBEPreHIIN]a
TOT BEKTOPCKOT' M0Jha HYJIA.
To cienu u3 geduHUIK]e TUBEPrEeHIT]e
divXw = d(1tXw) = Lxw,
Ipu 9eMy je

d «
Lxw = %‘t:O(th

Jlujes uzBox, popMe 3ampeMuHe W y MPABIy BEKTOPCKOT TOha, X.
1



- Cajia kajia 3HaMo jieUHUIN]Y JIUBEPIEHIIje, IOKA3ATH I3 je JIMBEPreHIiija BEKTOPCKOr

noma X = (X1,...,X,) nedbunncana y ognocy ua dopmy w = dzy - - - dx,, 3ampano
. 00X, o0X,
divX = —+--- )
w ox1 Tt oxy,

- [IpoBeputn fa je nuBepreHnuja XaMUITOHOBOT BEKTOPCKOT TO/hA 33UCTA HYJIA.

3. IlokazaTu ja je KOMyTaTOp JiBa BEKTOPCKA MOJba Ha R™ Takohe BEKTOPCKO TOJbE HA
R™.

4. TlokazaTu 1a je KOMyTaTOP IBa X aMUJITOHOBA BEKTOPCKA 1MOJha Ha R™ Takohe XaMuaTOHOBO
BEKTOPCKO TTOJBE.

2. pomahm

TlocmaTpamo xapMOHUjCKHM OCITMIATOD W XaMUITOHUjaH Je(pUHUCAH Ca

1
H(x,p) = %[P + V(J;>a

Ipu 9eMy je

F(z) = —kx,
mpu demy je k xoucrtanTa ompyre. Cmenn
2
V(z)=k—
" 2
1 x
H(z,p) = —p* + k—.
(2,p) = 5—p" + k=
KsanTyjemo XaMHUITOHH]AH U JOOHjaMO OIIEPATOD
. n? 0% 2?
HY)=——— —
v 2m dz? + 2 v
DpekBeHIyja OCIUIIOBakha, je
k
w=1/—.
m

1. a) Tokasatn ga je H cumerpmuan oneparop Ha npoctopy byHKImja £2([0, L]), npw
gemy cy byHKmmje jeqHaxe Hyam Ha rparurm mATepsaga. (Wmm ma L2(R), mpu wemy cy
dbyHKIHEje ca KOMIAKTHUM HOCAYEM).

6) Tlokazaru ja cy




)\0:?

COIICTBEHU BEKTOD U MPUJPYKEHA COICTBEHA BPETHOCTH OBOT OIEPATOPA. 3ATHM IIOKA3ATH
Ja cy

2mw

h

Y1(z) = ztpo ()

3
)\1 = —hw
2
Takohe COIICTBEHW BEKTOD U MPHUIPYKEHA COICTBEHA BPEIHOCTH OBOT OIIEPATOPA.
B) Ilokazaru na cy o u ¥; oproronainse dbyHKIHje.
r) AKO ce JaTh OCIUIIATOP ONHUCYje CTAHEM 1)) OJIPEJINTH OYEKUBAHY BPEJTHOCT XAMUJI-

TOHWjaHa OCITUJIATOPA, Tj TECTHIIE.

k% onmcyje wectuiy

2. Tlocmarpamo gectuity Ha kpyry. Tamacua dpyrkmmja ¢ (z) = \/%ei
Koja ce kpehe 110 Kpyry Kojoj je momenT p = kh, upu gemy je k dbpeksenmuja.

a) IlpoeepuTu To y3 moMOh HmOCTYJIaTa KBAHTHE MEXAHHKE.

6) IlpoepuTu Ja je mara TanacHa GyHKIHja HOPMATH30BAHA.

B) Jla s je mara TanacHa (PYHKIMjA COICTBEHM BEKTOD omeparopa momenta P?7  Axo
jecre, Koja je MpUAPYKEHA COMCTBEHA, BPEIHOCT !

r) Ca apyre crpane, akO yHAIPEJ, 3HAMO /I3 jé OYEKUBAHA BPEJIHOCT MOMEHTA p = hk u
3HAMO 213, ce crame omucyje tagacuoM dyukmmjom (z) = % koje je comcrseno crame,
onpeuru (1j aedumHucarn) mra je npuapyxRern oneparop momenta. (Osaj nmpumep gaje
MOTHBANM]Y 33 jepuHANM]y OnepaTopa uMIyJICa. )

3. momahmn

Pemapamo IIpeawHrepoBy je HAINHY

R o
Hy =ih—
Y =1ih o7
npu 4emy je
- h? 0%
H)=———
¥ 2m Ox? + V(@)

onepaTop XaMUJITOHUjAHA.
Kopuctumo meTos permapama mapljaJHIX jeTHAUNHA - Pa3aBajalhe TPOMEH/bUBUX:

Pl t) = () f(t)



1. Heka je dbyuknuja ¢ (z,t) = ¢(z) f(t) pememe lpenuarepose jennadmne

- ., 0
Hy = zha.
a) Tokazaru na je
f(t) = e,

rie je B € R concreena BpeJHOCT, a ¢ COICTBEHH BEKTOP OIEPATOPA H.

Jeqmauamma,

He=Ep

ce Ha3upa ¥ llIpenuHTepoBa jeJHAYNHA KOja He 3aBHCHU OJ BpEMEHA.

6) Axo je V = 0 (omrosapa ca000HO] YeCTUITH ) TOKA3ATH Ja je ¢ JIHHeApHa KOMOUHATI]jA
bynkmmja e u e e je €2 = 2m(E — V) /R

2. OjipeuTy COIICTBEHE BEKTOPE U IPHUJPY2KEHE COICTBEHE BPEJIHOCTHU oneparopa X u
P. /la nu je cnekTap OBUX OMEpaTopa, JUCKpeTaH’

3. Heka je mara cmobomna wectuna y 1-guMen3monoMm KBaupy gyxube L. Oyukimja
cTarma OBe uecTurle je concrrena GpyHKmja oneparopa H w e 3aBucu ox Bpemena t, gakJe
Y(x,t) = (x). Bepoarnoha ja ce uectnna Hanazu y nonoxajy ¢ = 0 u x = L je uyua.

a) Koswmko je 1(0) u ¢(L) u 3amro?
6) Kopucrehn ouerHe ycaoBe Kao u Ja je HOTEHIIHjaTHA €HEPIHja YECTUIIE jeTHAKA, HYJIH,

MOKA3aTH JIa Cy HOPMAJM30BaHe COMCTBEHe (DYHKIHMje Jare ca 1, () = % sin .

n2h2n2
2mL? °

B) Ilokazaru na cy ogrosapajyhe comcrsene BpegnocTu jare ca F, =

r) lllra Ha ocHBY mocrysara mpejacrasba F,?

L L
i) Onpenuru BepoBaTHONY fa ce wectmna wasasu uimehy r = FUT=3. 3a KakBo n,

Tj. 3a KOjy (DYHKIHMjy CTama, je Ta BepoaTHoha majseha?

h) Konmka je ouekuBaHa BPEIHOCT KMHETHYKE €HEPIMjE YECTUIE ONUCAHE TPOU3BOJLHUM
crameM YP,7 ObjacHuTH 3aI1TO.

e) AKO ce JecTuIa Onucyje CTameM 11, OJIPEIATH OUEKUBAHY BPETHOCT UMITYJICA YECTHIIE.
MspagyHaTn QupekTHO, 3aTUM JOOMjEHH PE3yJITAT YIOPEeIUuTH ca F.

4. momahm
1. Vuoopemntu [MIpemunrepoBy caumky u Xaj3eHOEPTOBY CJAWKY 3aBUCHOCTH (DYHKIH]jA
cTama W oreparopa ox Bpemena. [lokazaTw ma ce ome TOKJamajy 3a omeparop H.

2. Pemasamo IlIpesmurepoBy jegHaunny

oY

Hw = Zha,



ciobomme yecturie. lakie, oneparop XaMuUJITOHHjaHA je JaT ca

. h2 9%
HY = =5 a2

Caenn na HlpenwHrepoBa jegHAYUHA CJIOOOIHE ICCTHUIE TJIACH

oY ih 0%
ot 2m 0x?’
Y3 nomoh MeToa pa3iBajama MPOMEHIbUBHX

Pz, t) = () (1)
AMaMO
HOEC
e je £ € R concTBeHa BPEIHOCT, & (¢ CONCTBEHHW BEKTOD OMEPATOPA H (to je mporuta
nmomahn). [akie, comcTBeHn BEKTOP ¢(X) HE 3aBUCH OJT BpEMEHA U PEIICheE je jeTHATNHE

PP

2m Ox?
a) Ilokazaru na je
¢(x,t) _ e—w(k:)zt(Aezkx + Be—zk’w)’
pemrebe [llpeaunrepose jeamauunne cao00 He IECTUIIE, IPU IEMY je
k%h
w(k) = —.
(k) =5
VyTcTBO: MCKOPUCTHUTH J13, je
or(z) = Ae™ + Be™™, A, B €R,
omrTe peremne audepenHiujaane jeiHaanHe
i) = —kp.
Wckopucturu u e BpomeBy xumnoresy p = hw, rae je w dpekBeHImja.
6) lomajmo jorn HOYeTHH yCIIOB

b(x,0) = tho(z) = ™.
[Tokazatu na je pereme [penuurepose jennaumne cioboaue decTute 1aro hopmysiom (4.2.)

N3 KmbUure

¢(CL‘,7§) — 6i(kz—w(k)t).

Cana hemo ma mpomupumo damuwimjy pememna caobonne pemunarepose jeqnaunse (Tj.
lpenuarepose jeanaqante caobomue decrure). Hapenna pemema nobuhiemo y3 nomoh Oy-
pujeoBux Tpancgopmanuja. Ociaadbuhemo ycsioB noderHe GyHKIHjE Y.

OypujeoBa Tpaunchopmarmja

Hexka je f : R — R npomssospua dyukmmja. Tama je mena Pypujeoa TpamcdopMaIdja
dyukimja mredUHACAHA CA

1 > —itx
fla)= = | rweia



3. a) Jokazaru ma je dyHkImja

bat) = \/12? /_oo qz)o(k?)ei(kz_w(k)t) dk

pememe caoboaue [pemunrepose jemaaqanie KOja 33/10BO/bABA TTOYETHH YCJIOB g, 38 HEKY
ITIsaproBy dyukImjy, u npu demy je

6) Ilpoeepuru 1a je

(z,0) = jﬁ /_ " do(k)edl = o (o).

Yuyrcrso: opye Tpeba nckopuctutn OypujeoBy nuep3Hy Tpancdopmarmjy

1 < itx
f@)= = | iwea

B) IIpoBepuru Taunoct Oypujeose uuBeps3ue Tpancdopmanuje Ha mpocropy LBaprosux
dyHKIIH]jA.

3anarak 3. jaje HOBY dammimjy pemiema ciiobonue lllpenunrepose jegnaunne. Cama
hemo momoBO 1A mpormprMo daMuInjy pemema. Hapenma pemema cy obanka

W(a,t) = Az, )",
npu ueMy cy A u 6 peanne ¢pyukiuje. Jomahemo moueTnu ycjon
Yo(z) = Ag(x)ePor/",

npu uemy je Ag peanna mosuTwBHA DYHKIMA U Py PeasiaH HEHEraTWBaH OPO).
4. a) Oppeauru qudepennyjasne jeHaunne unja cy pemema dyaknuje A u 6.
6) dokazaru Cras 4.6. y ciayuajy

Ap(x) = Apz.

5. momahm

IITpenmaTrepoBa jeITHAYNHA YECTUIIE HA KOjy JesIyje CUJIa




ITocmarpamo gecTuity 4uja je IMOTEHIWjaJIHA €HEPTHU]a JIATa, CA

- <A
V=] & lelsd
0, |z| > A,

3a npoussospHe A, C' > 0.
Tpaxwumo pememe [Tpeaunrepose jeanagune

- L Oy
HY = ih,

npu 4emy je

h2 9%

IIpBo KOpHUCTUMO MeTO/ pa3aBajarha TPOMEHILUBE

() = () f (1)

Hy = —

Taja je
OB
rne je £ € R comncTBeHa BpeJHOCT, a ¢ COTICTBEHU BEKTOP OIEPATOPA H. Jlakje, colcTBeHn
BEKTODP () He 3aBHCH OJ] BpEMEHA U  je PEIIehe jeTHATNHE

n? 0%p
o B2 + V(x)p = Eop. (0.1)

Ogo je simaeapHa audepeHnujasHa, JeJHATNHA, JIPYTOT Peja, 1A je CKYIl pellemna, IBOINMEH-
suonu. MehyTum, MU MOCTABFAMO YCJIOB JIa peIlehe MOpa OUTH Y POCTOPY

L%(R).
1. a) okazaru ja cy dyHKIMje

(z) = cos/c — ex, lx] < A,
P cos Ve —edeVellrl=4) g > A,

sin/c — ex, lx| < A,
o(x) = { siny/c — ede~Vellzl=4) x> A,
—sinv/e — ede Velzl=4) < A,
pemewa jennaqune (0.2), npu gemy cy A u C' TpOU3BOJbHU MO3UTHBHU OPOjEBH, COMCTBEHA
BpemHOCT E 33/10BOJbaBa yCJIOB

-C<E<O
" BaKHN
2mE
N
n
B 2mC
C = h2

6) IIpoeepuTu aa Baxu ¢ € L2(R).



2. a) OxpenuTu JOMEH OIepaTopa MMITYJICa Ha KOM je oH cuMeTpudaH omepaTtop. (Cras

3.9.)

6) JlokazaTu na Cy CONCTBEHE BPEIHOCTH CBAKOT CHMETPUYHOI OMEPATOPA peasiHu Gpo-
JEBHM, Ka0 W Jia Cy COIICTBEHM BEKTODHU KOJHU OJINOBAPAjy Pa3JIWYUTHM COICTBEHUM BDEJ-
HocTuMa MehycoOuo oproromasau. (Oneparop meduHmMCAH HA TPOCTOPY €A CKAJAPHUM
npoussogom Hag C.)

CoICTBEHE BEKTOPH OIEPATOpa UMIIy/ICa cy bynkmmje e /!

Bpexnoctu A € R.

¥ TIPUJIPYZKEHe COICTBEHE

B) Ja sm je omeparop MMITyJca CHMETPUYAH Y OJHOCY HA IPOU3BOJHHE JIBE PABJIAIUTE
concrsene ¢hyukiuje? lIpoBepuru JupeKkTHO 18 HUjE.

r) Kako ¢duswuapu npesasunasze osaj npobsem?

Yuyrcrso: norsiegaru norsasibe 6.6. Jleo padyna je m mapeanu 3a1aTak.

3. Oxpemntu ocobune dyukiuje ¢ : R — R Tako ja Baxkn

gﬁ(p) = ipih(p)

Xo(p) = z'(.iwp).

TToacerumo ce ga je Pypujeora rpanchopmanuja byakmuje f : R — R nedunucana ca

1 > —ipT T
f(p):\/%/_oof(ﬂc)e dx.

6. momahm

Heka je maT XapMOHHjCKU OCITAJIATOP.
IlocmaTpamo XaMuaTOHOBY (DYHKIIH]Y
1 p? ka?
H(z,p)=-—+ —
@P) = 5om + 3
7 0] IPHIAPYKEH OIepPaTop XaMUJIITOHHAjaHA
- 1 k
H=_—P+_-X?
2m * 277
rme cy P u X omeparopu WMIyJica W MOJIOXKAja.
TpakxuMo COTCTBEHE BPEIHOCTU U COICTBEHE BEKTOPE OMEPATOPa XAMUITOHU]AHA.

1. OmucaTy mOCTyMaK 3a HAJAXKEHE COIMCTBEHUX BEKTOpa omepaTopa H.
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2. Hcmucaru comcrBene BekTope ¥ 3a k = 0,1,2 u oApeIuTH HPUAPYXKEHE COIICTBEHE
BPEIHOCTH.
3. TlokasaTu Ja COLCTBEHH BeKTOpH oneparopa H npunanajy npocropy £2 (R).

4. IlokasaTu ga Ccy COIICTBEHH BEKTOPH OPTOIOHAJHH, W 13 dopMmupajy 6asy mpocropa
L2(R).

7. nomahm

Ilpunmun meoxpehenocTn

Heka je A cumerpuuan omepaTop Ha HeKOM XHIOEPTOBOM IPOCTOPY H 1 Heka je ¥ € H je-
JIUHWIHE BEKTOP. AKO Ce CTame CHCTeMa OMUCY]je (DYHKITUJOM 1) OHTA, jJeé OUeKUBAHA, BPEITHOCT
omeparopa A marta ca

(A)y = (P, A).

Heonpehenoct cumerpuanor omepatopa A, y ozmamu Ay A ce nedbwmanmme Ha cremehn
HAYUH

(AyA)? = (A= (A)y D))y
1. ITokazaTwn ja je

(AyA)® = (A = (A)y D), (A = (A)p D)) y.

2. Ilokazaru ma je Ay A =0 ako U caMo aKo je 1) COICTBEHN BEKTOP omeparopa A.

3. Heka cy A m B cuMeTpuvHEU OTEPATOPU HA HEKOM XHUJIOEPTOBOM TPOCTOPY # 1) je-
JUHWYIHI BEKTOP KOju mpunaja, gomeny omneparopa AB u BA. Tlokasartu jga Baxwu

(ByA(ByBY > LA, B[

4. a) Uspauynaru (Ay,X)?, (Ay,P)? kao u (AwOI:I)Q, npu 9emy je 1y pyHKImja cTama
XAPMOHHJCKOT OCIIUIATOPA.

6) Ynopeaurn nobujene pesyarare Ca IPETXOJAHUM 3aJaTKOM. [locebHO pasmarparu
cayuaj caobosne vecrune (V = 0).

Pememe. a) Bugenu cmo y momahiem 2. nma je dynkmuja

T™Tw _ mw 2

Yo(z) = n € an
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COIICTBEHU BEKTOP OINEPATOPa XaMHUJITOHU]AHA

. n? 0% a?
HY=————F+k—
v 2m Ox? + 2 ¥
IIpH 9eMy je (hpPEeKBEHIH]a OCIIIIOBAHA
[k
w=14/—.
m
Jlakje, Ha OCHOBY 3aJaTKa 2. BayKH
Ay H = 0.
8. momahmn
BKB meton
Tpaxumo pememe [lIpeuHrepose jeHaIAHE
. oY
Hy =ih—
w ? at )
Ipu 9eMy je
- R? 0%
H)=———+V .
b=—g o TV

IIpBo kKOpuCTIMO MeTO Pa3/Bajarba IPOMEHIHUBE
P(x,t) = () f ().
Tajia je
f(t) — e—iEt/h7

rre je ' € R comcTBena BpeaHOCT, a ¢ CONICTBEHW BEKTOP OMEPATOPa H. Haxkite, dpyukmmja
() He 3aBHUCH OJ BpEMEHA U  je Pelllehe jejHaunHe

o 92 + V(z)p = FEp. (0.2)
Cajia TpaxXUMO (, COIICTBEHM BEKTOD ONEPATOpPa XAMWJITOHU]AHA, IIPU Y€MYy HEMAMO
HUKAKBE PECTPHUKITU]jE 33 NOTEHIHJAJHY €HEPTH])Y.
Y nomahem 4. Buziesu cMmo jia je, y caydajy V = const, CONCTBEHH BEKTOP (© JIMHEAPHA
koMbunanuja byukmja ¢ u e rue je €2 = 2m(E — V) /h2.
Y nomahem 5. cmMo Takohe TpPOHAILIN COIICTBEHE BEKTOPE (0, ¥ Caydajy kama je V = const
Ha 3aTBOpeHOM uHTEepBady [—A, Al u V = 0 Ban Tor uaTeppasa.

Y snomahem 6. cMO ce cycpesiu ca CBUM COIICTBEHMM BEKTOPUMA OLIEPATOPA XaMHUIITOHU-
. . . . k. 9
jama y ciydajy XapMOHHMjCKOT OCIHJIATOPa, JaKse y cirydajy V(z) = go°.
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IIpernocraBuMo caja Ja HeMaMO HUKAKBe PECTUKIHje 33 IMOTEHITAJAJHY €HEpPrujy. ¥YII-
03HAjeMO HOBW HAYWHA, 33 MPOHAJIA3EHE COTCTBEHWX BEKTOPA OMEPATOPa XaMUJITOHU]aHA,
takozBarm BKB mero,.

(Mu hiemo ce orpanmanTu Ha caydaj V(z) < E, maja ce 0Baj METOJ, KOPUCTH Ky CIIyHajy
V(z) > E.)

1. O6jacauTu ysory h Kao MpOMEH/bUBE KOja MOXKE JIa TeXKHU HYJIH.

2. a) Ako pemesmse jegaaqnne (0.2) Tpaxumo y obmuky ¢(z) = @/ rne ce bynkmmja
S wazusa daszua dyurnuja, nokazaru ga je S'(zr) = p(z), no wa O(h). ExBupasentHo,
nokazatu dS(R) = H~1(E), no ma O(h).

(Vckopucrurn jia je ykyuHa esepruja cucrema E = V(x) + 2’%)

6) Ao perreme jenmaunne (0.2) Tpaxumo y 0bmnky p(z) = 5@/ (z), rae ce bynkumja

a HazuBa (pyHKIHja aMIUIATYIE, MOKa3aT Ja Baxu aS” +2a’S" = 0 (xomorena TpancmopTHa

jemmaumna), g0 na O(h?). Exsusanentno, nokazatn jaa je a(x) = %, 38 HEKY KOHCTAHTY

c. (oBo je dopmysa 15.16 y Kbusn)
B) Ako pememe jenmaumme (0.2) Tpaxmmo y obmuky ¢(z) = 5@/ (ay(x) + hay(x)),
nokazaTtu fa Baxu a1S” +2a)S’ = iaf (HexoMorema TpaHcOpTHa jeqHaumna), 10 ma O(h3).

(Hamomena: cBe pe3yJsrare TPasKMMO CaMO Ha JOMYCTHBOM JOMEHy, Tj rje Baxu E >

Viz).)

JImjeBe rpymne

1. Hanucaru nedununujy JlujeBe rpyme u jiatu npumep.
2. Hanucarw medunnnujy marpudue Jlujese rpymne u natm npumepe.

3. Cpaka marpuuna Jlujepa rpyma je Jlujepa rpyna. Jlaru npumep Jlujese rpyne koja
ouje MaTpudHa JIujeBa rpyma.

Hamomena. Craka kommakTHa JIujesa rpyma je Marpwdana.

9. momahm

1. Hanucaru nedununujy Jlujepe anarebpe u jiatu npumep.

2. a) Ako je G C GL(n,C) marpuuna Jlujesa rpyma, aedunucarn npuapyxeny JlujeBy
aarebpy g.

6) Ilokazaru na je g 3aucra Jlujea anrebpa.
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3. Cuenehum marpuunum JlujeBum rpymnama npuipyxene cy Jlujese asredpe:
a) GL(n,R) = {A € M,,(R)|det A # 0}

gl(n) = Mp(R);
6) SL(n,R) = {A € M,(R)|det A =1}
sl(n) ={X € M,(R)|trX = 0};

B) SO(n,R) = {A € M,(R)|AAT = ATA =1 det A =1}

so(n) = {X € M,(R)|X + X7 =0};
r) U(n,C) = {A € M,(C)|AA* = A*A = I}

u(n) = {X € M,(C)|X + X* =0};
1) Sp(2n,R) = {A € My,(R)|ATJoA = Jo}

sp(2n) = {X € My, (R)|JoX + XTJo = 0}.

Jokazaru B).

4. Oppemurn pumensujy Jlujese rpyne SO(3). Halin 6asne Bekrope JlujeBe anreGpe
50(3).

5. TlokazaTw ma je
g 227}(;.

6. Heko cy G1 u G2 nBe maTpuune JlujeBe rpyme moBe3ame u MPOCTO TIOBE3AHE U §1 U o
npuapyxene Jlujere ajgredbpe. Ako nocroju wzomopduzam JIujerux anrebpu g; u go OHIA
moctoju u n3omopduszam Jlujesux rpyna G v Gs.

IIpumepom nokazarm ga je ycios npocre nosesanoctu ouran. (SO(3) u SU(2))

VYraoun moment Ha R3.
Heka je x = (v1,22,23) € R® BekTop monoxaja wecrune u p = (p1,pa,p3) € R® BekTOp
uMIryJica dectune. Taaa ce BEKTop

J=xXp
HA3MUBA yI‘a,OHI/IM MOMeHTOM, NJIN MOMEHTOM I/IMHy.Hca ‘{eCTI/II_[e.

1. Uzpagynarn
{jl y j2 } .

Axko cy X u P omeparopu moJio¥Kaja W UMIIYJICA MPUAPYKEHA BEKTOPUMA T W P, OHJA je
IPUIPYKEHA ONEPATOP MOMEHTA UMITYJICA, (UJIH OIePaTOp yTaOHOT MOMEHTA)

J=X x P.

2. N3pauyHatu
[J1, Jo].
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IMokazaru sga je kBantusanuja [Toaconose 3arpage {j1, jo} yupaso komyrarop [J1, Jo|.

3. Onmcary 3aBUCHOCT OLIEPATOPA Yra0HOT MOMEHTa, J3 o7 porarja. V3paszurn omeparop
J3 upeko 6a3nux Bekropa Jlujese anrebpe s0(3).

10. momahn

Hudepennujaame dpopme

Kaxemo na je nudepennujasina k-dbopma « 3arBopena ako paxu do = 0, a KaxkeMo Ja
je TauHa ako Baxku o = dn), mpu Uemy je 1 Heka audepenmujaana (k — 1)-dbopma.

Hudepenmupamem k-popme mobujamo k+1-dopmy. Korrpakimjom k-dpopme BEKTOPCKUM
nosbeM gobmjamo k — 1-mudepennujatay dopmy.

®opma 3alpeMuHe HA MHOTOCTPYKOCTH JuMeH3uje n je judepenmujanana n-hopma Koja
HU y jeJIHOj Tauku Huje jejaHaka Hyau. Ha npumep, dxr A dy A dz je dpopma 3arpemune Ha,
R3, nox x%dx A dy A dz muje dopMa 3anpeMune, 3aT0 MITO je jeHAKA HY/JIN Y CBEM TAUKAMA
y Kojuma je x = 0. AKO MHOTOCTPYKOCT JOMYIITa (hOPMY 3alpEeMUHE KaxKeMo Ja jeé Ta
MHOTOCTPYKOCT OpHjeHTAOMITHA

1. a) Jeduuucarnu mudepenmujanme 0,1 u 2-bopme ma R*, k > 1. Omucaru cse dopme
sanpemune Ha RF.

6) ITokazaru s1a je cBaka 3arsopena qudepennujasnna 1-dbopma Ha R* jadbepennujan neke
dyukmje (1j. mokazaru na je Tauna). [lokazaru Ja je yejaoB 3aTBOPEHOCTH HEOMXOIAH, Tj.
Ja Huje cBaka audepennujaana 1-popma u Tauna dpopma.

) ITokaszaru ga je d> = 0 ma R¥, npu wemy je d audepennujan dopme.

2. Heka je w = f(x,y,2)dx A dz mudepernmjanma 2-bopya Ha R3 m meka je X =
:ca% + ya% + z% BEKTOPCKO TIosbe Ha R3. Oxpemuru dw n w(X, ).

3. a) llokazatu 5a je cpaka Tauna mgudepeHmjagHa (HopMa Ha MPOU3BOJBHO] MHO-

TOCTPYKOCTH W 3aTBOpeHa. Jlartw mpumep 3aTBOopene gudepeHijajane 1-dopme Koja HEje
TAYHA.

6) TlokaszaTu ja ako je MHOTOCTPYKOCT TPOCTO-TIOBE3aHa OHJA jé CBaKa 3aTBOPEHa, 1-
dopma n TaTHA.

Tloenkapeosa siema: cBaka 3aTBopena 1-popMa je JIOKAJIHO TAIHA.

4. a) HedwHnpuja CUMIIEKTAYIKE MHOTOCTDYKOCTH.
6) [okazaru 1a je (R*",w = >"}_, dpy A dTy) CHMILIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT.

B) Axo je w cuvmekTnaka popma Ha MHOrOCTpyKocTH M, mokasaTu Ja 3a CBaKy jaudep-
ennyjaany 1-dpopmy o Ha M mocTOju jeamHCTBEHO BEKTOPCKO mojbe X Ha M Tako /1a BaXu
w(X,) = a.

r) TTokazaru ma topyc S' x S1 = T? nonymra cummiexTuuky dbopmy, kao u ga S* me
JIOLLYLIITA.
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1) IlokazaTu na je cBakKa CHMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT OpHjeHTAOmMIIHA (OpHjeHTaImja
ce 3amaje qupepennmjaanom GopMoM HajBuIer cremnena). JlaTw npumep opujeHTaOUIHE
MHOTOCTPYKOCTHU KOja HUje CUMIJIEKTHYKA.

11. momahmu

o XaMMITOHOBA BEKTOPCKA 110Jba Ha R™.

Ako je f : R?™ — R rnarka byHKIMja OB ce MPUAPYKEHO XaMUJITOHOBO BEKTOPCKO
nosbe X Ha R?" nedunnie ca,

Cof 0 of o
3= 3 (G~ o)

Axo cy f,g : R?™ — R ape ruarke dynkimje, onjga ce IloacoHoBa 3arpaja oBe JBe
dyukimje nedunnte ca

X af a9 of of
{f>9}—;(mm—mm)-

Jaxiie, XaMHJITOHOBO BEKTOPCKO HOJbe X 5 ce MOXKe AeduHucaTu ca,

Xr(g) =A{f 9}

Toscernmo ce (momahn 1.)
** KomyTarop asa XaMHJITOHOBA BEKTOPCKA 10Jba HA R?" je maxohe XaMHATOHOBO Bek-
TOpCKO noJbe Ha R?™, Taunmje Baxu

[(Xr, Xg] = X(p 0y

** Tox XaMHJITOHOBOT BEKTOPCKOT 110Jba dyBa (opMy 3ampemume Ha R2".
(kopuCcTHIIH CMO JIeDUHUATN]Y AUBEPreHIrje BeKTOPCKOr mojba Lxw = (divX )w, mpu yemy
je w dopma 3ampeMuHe, U MOKA3aJH JIa je JTUBEPreHIrja HyJIa. )

Cajta hemo mpeTxoiHe TI0jMOBe U 0COOHHE J1a, TTOKAYKEMO HA TPOU3BOJLHO] CUMIIJIEK THYIKO]
MHOT'OCTPYKOCTH.

o XaMUJITOHOBA BEKTOPCKA I10JhA HA CUMILIEKTUYKO] MHOT'OCTPYKOCTH.
Hexka je (M,w) cummiekTraka MHOrocrpykoct. Heka je f : M — R miarka dyHKImja.
JenuHCTBEHO BEKTOPCKO IIo/be X Koje je pemiene qudepennujaine jelHadnHe

ce Ha3uBa, XaMUJITOHOBO BEKTOPCKO nosbe. (Y momahem 10. 4. 3agarax noms B) ¢MO Bujen
JIa OBO BEKTODPCKO TOJb€ TIOCTOJU | 13 je jeauHcTBeHo.) DyHKIujy f HA3WBAMO M XaMUI-
TOHU]AHOM.

Axocy f,g: M — R rnarke ynkmuje n X n X, npuapyxena XaMIJITOHOBA BEKTOPCKA
mosba, ouAa ce Iloacomosa 3arpana ose ape byHrnuje aeduHUIIE Ca,

{f.g9} = —w(Xy, Xg).
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1. Jokasaru na je ca {f,g} = —w(Xy,Xy) 3ancra neduuucana Iloacomosa 3arpasa
(mokazaTu ja BaXke OGMIIMHEAPHOCT, KOCA CUMETPUIHOCT, JlajoHuioso mpasuio u Jakobujen
WJIEHTHTET).

2. Tlocmarpamo cumiutekTraky muorocrpykoct (R w = S"1_ dpg A dzg).

a) Hexa je f : R?*™ — R rnarka dbynkmmja. Ilokasarn ga ce geduHummja mpuapyKeHor
XaMHJITOHOBOT BEKTOPCKOT 10Jba, X ¢ Ha CUMIIJIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH MOKJIaIa, ca JeuHu-
mmjom ma R27,

6) Ilokazaru na ce mebununuja Iloaconose 3arpane w(Xys, Xy) = —{f, g} moknama ca
nedumumujom Iloaconose 3arpame na R2”.

Haxkire, medpununmje XaMUITOHOBOT BEKTOPCKOT moJba U [loacoHoBe 3arpaje dyHKIIHAja
ma R?" cy crermjanan cjaydaj OBHX II0jMOBA HA CUMILUIEKTHYIKO] MHOTOCTPYKOCTH.

3. a) Ilokasaru sia je kKOMyTaTOP JIBA XAMUJITOHOBA BEKTOPCKA 110JbA HA CHMIJIEKTUYKO]
MHOTOCTPYKOCTH je Takohe XaMHITOHOBO BEKTOPCKO IIOJHE.

6) Ilokazaru ja Tok XaMHUITOHOBOI BEKTOPCKOT T0JbA UyBa CHMILICKTHIKY dhopMmy. 3a-
TUM TIOKA3aTH /I3 4yBa U (POPMY 3alpPEMUHE.

(3a geo oy 6) moruenarn Teopemy 21.17.)

Hexa je (M,w) cummutekTraka maoroctpykoct. Heka je H : M — R rnartka dyHkumja u
X 5 npupyxeno XaMuIToHOBO BEKTOPCKO nosbe. Heka je ¢t € R, Tok BeKTOpCKOT 1M0/BA
Xpg. Kaxkemo ma je romatka dynkmmja f : M — R ouysama Bapujabma y XaMUITOHOBOM

cucremy (M,w) ca Xammrronujanom H : M — R axo pemnoct f o ¢ (z), ne 3aBucu o
Bpemena t € R, 3a cee x € M (1j. ako Baxu %f o ¢ (x) = 0).

4. Ilokazaru na je f: M — R ouysana Bapujabua y Xamuaronosom cucremy (M, w) ca
XamumiarornujanoMm H : M — R ako u camMo ako je

{f,H} =0.
TMomro je {H,H} = 0, cieam na je Bpeanoct Xamunronujana H odysana Bapujabmaa. (To
cmo takohe sunenm Ha 1. wacy, nornenarn Cras 2.26. n [ocaeanmy 2.27.)



