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1. a) [5] Objasniti xta znaqi da je (X,M, µ) prostor sa merom i da je skup E ⊂ X mer	iv na ovom
prostoru.

b) [5] Da li postoje dva nemer	iva skupa qija su i unija i presek mer	ivi skupovi?

v) [10] Neka su En ⊂ X, n ∈ N, mer	ivi skupovi takvi da je za sve i 6= j, µ(Ei∩Ej) = 0. Dokazati
da je

µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ(En).

2. Neka je dat prostor sa merom (X,M, µ).

a) [5] Dati primer jedne mer	ive i jedne nemer	ive funkcije i objasniti.

b) [10] Dokazati da su f + g i f − g mer	ive funkcije ako i samo ako su f i g mer	ive funkcije.

v) [5] Ako je f + g mer	iva funkcija, da li onda i f mora biti mer	iva?

3. a) [5] Definisati brojaqku (u oznaci ν) i Dirakovu meru u taqki 2020 (u oznaci δ{2020}) na
prostoru (N,P(N)).

b) [10] Ako je µ(E) = ν(E) + δ{2020}(E), dokazati, postupkom sliqnim uvo�e�em integrala, da je∫
N

g dµ =

∫
N

g dν +

∫
N

g dδ{2020},

za sve mer	ive funkcije g : N→ R.
v) [5] Neka je f : N→ R data sa f(n) = e−n. Izraqunati

∫
N
f dµ.

4. a) [10] Dokazati
1∫
0

xa log(1− x) dx = −
∞∑
n=1

1
n(1+a+n)

, a > 0.

b) [10] Izraqunati
∞∑
n=1

1
n(4+3n)

.

5. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [8] Definisati prostor Lp(X,µ).

b) [7] Neka f ∈ L∞(X,µ) ∩ Lp(X,µ), za sve p ≥ p0 i µ(X) <∞. Pokazati da je lim
p→∞
||f ||p = ||f ||∞.

v) [5] Ako f ∈ Lp(X,µ), za svako p ≥ 1, da li tada va�i f ∈ L∞(X,µ)?

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) X je proizvo	an neprazan skup, M je σ-algebra nad X (Definicija 2.2) i µ : M → [0,+∞] je
mera (Definicija 2.19.). Podskup E ⊂ X je mer	iv ako i samo ako va�i E ∈M.

b) Da. Na primer, neka je X = [0, 1], M Lebegova σ-algebra i µ Lebegova mera. Vitalijev skup
V ⊂ [0, 1] je Lebeg-nemer	iv, tako�e je i V { = [0, 1]\V Lebeg-nemer	iv (da je V { mer	iv, onda
bi zbog svojstva (2) svake σ-algebre i skup (V {){ = V bio mer	iv). Skupovi V ∩ V { = ∅ i
V ∪ V { = [0, 1] su Lebeg-mer	ivi.

v) Primetimo da µ(Ei ∩ Ej) = 0 ne znaqi obavezno da su skupovi Ei i Ej disjunktni. Neka je
F1 = E1, F2 = E2\E1, . . . , Fn = En\(E1 ∪ · · · ∪ En−1) . . . Skupovi Fn su me�usobno disjunktni.

Neka student proveri da je
∞⋃
n=1

En =
∞⊔
n=1

Fn. Poka�imo da je µ(En) = µ(Fn). Iz subaditivnosti

mere i uslova zadatka va�i

µ(En) = µ(En ∩ (E1 ∪ · · · ∪ En−1)) + µ(En ∩ (E1 ∪ · · · ∪ En−1)
{)

= µ((En ∩ E1) ∪ · · · ∪ (En ∩ En−1)) + µ(En\(E1 ∪ · · · ∪ En−1))

6 µ(En ∩ E1) + · · ·+ µ(En ∩ En−1) + µ(Fn) = µ(Fn).

Sa druge strane, zbog definicije skupova Fn va�i Fn ⊆ En pa je zbog monotonosti mere
µ(Fn) 6 µ(En). Dakle, µ(En) = µ(Fn). Zak	uqujemo

µ

(
+∞⋃
n=1

En

)
= µ

(
+∞⊔
n=1

Fn

)
=

+∞∑
n=1

µ(Fn) =
+∞∑
n=1

µ(En).

2. a) Na primer ako je M = {∅, X} onda je jedina mer	iva funkcija konstantna funkcija, a svaka
druga je nemer	iva.
Naravno, ako je funkcija konstanta, tada postoji k ∈ R tako da je f(x) = k za sve x ∈ X. Onda
je naravno za proizvo	no c ∈ R, skup {x ∈ X | f(x) 6 c} jednak ili X (za c > k) ili ∅ (ukoliko
je c 6 k), no svakako ∈M, pa je funkcija mer	iva.
S druge strane, ako funkcija nije konstanta, tada postoje x1 i x2 iz X takvi da je f(x1) = c1
i f(x2) = c2, pa skup {x ∈ X | f(x) 6 c} nije ni ∅ ni X za c ∈ (c1, c2), a samim tim /∈ M, pa
funkcija nije mer	iva.

b) Ako su f+g i f−g mer	ive, onda su i �ihov zbir f+g+(f−g) i �ihova razlika f+g−(f−g)
mer	ive funkcije. Dakle, 2f i 2g su mer	ive funkcije. Konstantna funkcija 2 je mer	iva
funkcija (za svaku σ-algebru), pa su i koliqnici funkcija 2f

2
i 2g

2
mer	ive funkcije. Dakle,

f i g su mer	ive. Sa druge strane, ako su f i g mer	ive, onda je i �ihov zbir kao i �ihova
razlika mer	ive funkcije (Stav 3.5.(a)).

v) Ne mora! Na primer f(x) = x, kao i g(x) = −x su nemer	ive funkcije za gore pomenutu
σ-algebru M = {∅, X} (nisu konstante), ali f + g = 0 je konstantna funkcija i ona jeste
mer	iva.

3. a) Brojaqka mera (strana 34, primer 2.34.). Dirakova mera se definixe na svim podskupovima

E ⊆ N, dakle na maksimalnoj σ-algebri. U ovom sluqaju je δ(E) =

{
1, 2020 ∈ E;

0, 2020 /∈ E.

b) Zadatak �emo uraditi korak po korak, postupkom sliqnim uvo�e�u integrala realne funkcije,
kao xto je navedeno.
1. g = χE - Doka�imo da jednakost va�i za karakteristiqnu funkciju mer	ivog skupa E ∈M.∫
N

g dµ =

∫
N

χE dµ = µ(E) = ν(E) + δ{2020}(E) =

∫
N

χE dν+

∫
N

χE dδ{2020} =

∫
N

g dν+

∫
N

g dδ{2020},



pri qemu sve jednakosti slede po definiciji integrala ili same funkcije f .

2. g prosta nenegativna - Tada je g =
n∑

i=1

ciχEi
za neke ci > 0 i Ei ∈M. Va�i:

∫
N

g dµ =

∫
N

n∑
i=1

ciχEi
dµ =

n∑
i=1

ci

∫
N

χEi
dµ

=
n∑

i=1

ci

∫
N

χEi
dν +

∫
X

χEi
dδ{2020}


=

n∑
i=1

ci

∫
N

χEi
dν +

n∑
i=1

ci

∫
N

χEi
dδ{2020}

=

∫
N

n∑
i=1

ciχEi
dν +

∫
N

n∑
i=1

ciχEi
dδ{2020}

=

∫
N

g dν +

∫
N

g dδ{2020},

pri qemu u drugoj i petoj jednakosti konaqna suma mo�e da iza�e ispred, odnosno da u�e pod
integral (linearnost integrala), dok tre�a jednakost sledi iz 1. dela.
3. g nenegativna mer	iva - Tada postoji niz nenegativnih, prostih, rastu�ih i mer	ivih
funkcija, takvih da sn → g (stav 3.8. v)).∫

N

g dµ = lim
n→∞

∫
N

sn dµ = lim
n→∞

∫
N

sn dν +

∫
N

sn dδ{2020}


= lim

n→∞

∫
N

sn dν + lim
n→∞

∫
N

sn dδ{2020}

=

∫
N

g dν +

∫
N

g dδ{2020},

pri qemu prva i qetvrta jednakost slede iz TMK, dok druga jednakost sledi iz 2. dela (sn je
prosta nenegativna funkcija).
4. g proizvo	na mer	iva, g : X → R - Tada je g = g+ − g−, pri qemu je g+(x) = max{g(x), 0} i
g−(x) = max{−g(x), 0}. Tada za �ih va�i 3. deo (druga jednakost u narednom nizu), pa je∫

N

g dµ =

∫
N

g+ dµ−
∫
N

g− dµ =

∫
N

g+ dν +

∫
N

g+ dδ{2020}

−
∫

N

g− dν +

∫
N

g− dδ{2020}


=

∫
N

g+ dν −
∫
N

g− dν

+

∫
N

g+ dδ{2020} −
∫
N

g− dδ{2020}


=

∫
N

g dν +

∫
N

g dδ{2020},

pri qemu prva i qetvrta jednakost va�e po definiciji integrala, dok tre�a va�i iz integra-
bilnosti g u odnosu na ν i δ{2020}.

v) Uzimaju�i u obzir definicije integrala po brojaqkoj, odnosno Dirakovoj meri, dobijamo da je∫
N

f dµ =

∫
N

f dν +

∫
N

f dδ{2020} =
∞∑
n=1

e−n + e−2020 = e−1
1

1− e−1
+ e−2020 =

1

e− 1
+ e−2020.



4. a)
1∫

0

xa log(1− x)dx =

1∫
0

xa
∞∑
n=1

(−1)n−1(−x)n
1

n
dx = −

1∫
0

∞∑
n=1

xn+a 1

n
dx.

Poxto gn = xn+a

n
≥ 0 sledi da je niz fn = g1 + · · ·+gn rastu�i niz, pa mo�emo primeniti TMK.

Dakle limes i suma komutiraju pa je izraz jednak:

= −
∞∑
n=1

1∫
0

xn+a

n
dx = −

∞∑
n=1

1

n

1∫
0

xn+adx = −
∞∑
n=1

1

n

1

n+ a+ 1
.

b)
∞∑
n=1

1
n(4+3n)

= 1
3

∞∑
n=1

1
n( 4

3
+n)

. Iskoristimo deo pod a) uzevxi za a = 1
3
. Dakle

∞∑
n=1

1

n(4 + 3n)
= −1

3

1∫
0

x
1
3 log(1− x)dx.

Rexavamo prvo neodre�eni integral
∫
x

1
3 log(1−x)dx parcijalnom integracijom u = log(1−x),

v = 3
4
x

4
3 . Sledi ∫

x
1
3 log(1− x)dx =

3

4
x

1
3 log(1− x) +

3

4

∫
x

4
3

(1− x)
dx.

Sada uvodimo smenu x
1
3 = t i sledi∫

x
4
3

(1− x)
dx = 3

∫
t6

1− t3
dt.

Da	e je ∫
t6

1− t3
dt =

∫
t6 + 1− 1

1− t3
dt = −

∫
1− t6

1− t3
dt+

∫
1

1− t3
dt

= −
∫

(1 + t3)dt+
1

2

∫
dt

1− t
+

1

2

∫
dt

1 + t+ t2

= −t− t4

4
− 1

2
log (1− t) +

1

2

2√
3

arctg
2t+ 1√

3
.

Konaqan rezultat je
∞∑
n=1

1

n(4 + 3n)
= −5 · 3 3

2 − 2 · 3 3
2 log 3− 2π

16
√

3
.

5. a) Definicija 4.6.

b) Stav 4.14.

v) Ne mora da va�i. Primer je funkcija recimo f(x) = log x na intervalu (0, 1), pri qemu pos-
matramo Lebegovu meru µ. Ova funkcija nije esencijalno ograniqena zato xto za proizvo	no
M > 0 na skupu (0, eM) koji je pozitivne mere va�i |f | > M. Ali va�i f ∈ Lp(0, 1), za svako

p ≥ 1. Treba da proverimo
1∫
0

logp x dx <∞. (Suxtinski, treba da poka�emo da
1∫
0

| log x|p dx <∞,

no pod apsolutnom vrednox�u je negativna funkcija, pa se zapravo dokaziva�e svodi na

prethodno navedeno.) Uvedimo smenu log x = t pa dobijamo
1∫
0

logp x dx =
0∫
−∞

tpetdt. Dovo	no

je pokazati da je I(p) =
0∫
−∞

tpetdt <∞. Parcijalnom integracijom dobijamo

I(p) = tpet
∣∣∣∣0
−∞
− pI(p− 1) = −pI(p− 1).



Poxto je I(1) = −1 dobijamo I(p) = (−1)pp! < ∞. Primetimo i da smo problem mogli

rexiti uvo�e�em smene s = −t u integral I(p) =
0∫
−∞

tpetdt, nakon qega se dobija I(p) =

+∞∫
0

(−1)pspe−s ds = (−1)pΓ(p+ 1) = (−1)pp!.


