Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u uarerpamuje (P u JI cMep) - ucnurHu pok cenrembap 1
2.9.2020.

1. a) [b] O6jacauTu mra 3naqu ga je (X, 9, u) mpocrop ca mepom u aa je ckyn £ C X Mep/buB Ha OBOM
IPOCTOPY.
6) [5] Ha sim mocroje aBa HeMepJ/bHBa CKYIA YMja CY U YHUjA U OPECEK MePJbUBH CKYMOBHU?!

B) [10] Heka cy E, C X, n € N, Mep/pbuBz CKyIIOBE TakBH Ja je 3a cBe { # j, u(E; N E;) = 0. Hokasatn

na je
+o0 +oo
7 (U En) => WE
n=1

n=1

2. Heka je mar mpocrop ca mepom (X, I, ).

a) [b] Jdatu npumep jenHe Mep/buBe H jefiHe HeMepsblBe (DYHKIUjE U O0jaCHUTH.
6) [10] Tokazatu na cy f+ g u f — g mep/buBe GyHKIHje ako 0 camMo ako ¢y f u g MepbuBe QyHKIHje.
B) [5] Ako je f+ g mepspuBa dyHKIHja, 12 u oHAA U f Mopa GuTH MepsbuBa’

3. a) [5] Hedunucarn Gpojauky (y osmamu v) u JupakoBy mepy y Taukm 2020 (y o3HAIM O(2020}) HA

npocropy (N, P(N)).

6) [10] Axo je u(E) = v(E) + 02020} (£), s0Ka3aTu, HOCTYIKOM CJANYHAM yBohemeM nnrTerpasa, jia je

/gduz/gdu+/gd5{2020},
N N N

3a cse Mepsbuse dynkunje ¢ : N — R.
B) [5] Heka je f: N — R nara ca f(n) = e ™. Uspauynaru [ fdp.
N

4. a) [10] Hokazaru jm“ log(1 — z) dx i a>0.

1+a+n

6) [10] Uspauynarn Z n(4+3n)

5. Heka je (X, 9, 1) mpocTop ca MepoMm.

a) [8] Hedunucaru npocrop LP(X, ).
6) [7] Hexa f € L>(X,u) N LP(X, 1), 3a cBe p > po u p(X) < oo. Hoxkazaru xa je lim ||f|], = || f]|c-
p—>00

B) [5] Ako f € LP(X, ), 3a cBako p > 1, na yim taga Baxu [ € L2(X, u)?

Hamomena: V yrinactnm 3arpajama je HaBeJIeHO KOJUKO CBAKM Je0 3ajJaTKa HOcH ToeHa. Bpewme 3a m3pamay
3agaTtaxa je 180 munyTA.



a)

6)

Pewerva:

X je npomsBobaH Hempasan ckyi, IN je o-anreGpa van X (dedpurnnmja 2.2) u p: M — [0, 400] je
mepa (deduuunmja 2.19.). Iogckyn £ C X je mepibus ako u camo ako Baxku F € M.

Ha. Ha mpumep, mexa je X = [0, 1], M Jleberosa o-anrebpa u p JleGerosa mepa. Buranmjes ckym
V C [0,1] je JleGer-nemepsbus, rakohe je u VO = [0,1]\V JleGer-uemepssus (12 je VC mepssus, ona
6u 360r cojersa (2) caxe o-anrebpe u ckyn (VO = V Guo mepmus). Cxymosu VNV = @ u
VUVt =10,1] ¢y JleGer-mep/pupu.

[Tpumernmo na p(E; N E;) = 0 He 3Haun obaBe3no ga cy ckynosn E; uw E; mucjyakrau. Hexka je
Fy = FEy, F, = Eb)\Ey, ..., F, = E,\(E1U---UE, 1)... Ckynosu F,, cy mehycobHO JUC]yHKTHH.
Heka cryaent nposepu na je |J E, = || F,. lokaxumo ga je pu(E,) = u(F,). U3 cybamutusaoctn

n=1 n=1

MeEpe H YCJI0Ba 3aJdaTKa BazKH

L) = By N (By U+~ U Ey 1))+ p(E, N (By U=~ U By o))
= u((E,NE)U---U(E,NE,1)) + (B, \( U-UE,1))
S By MEY) 4 -+ + u(E, N Eysy) + p(Fy) = p(Fy).

Ca apyre crpane, 30or gedunuimnje ckymosa F, axu F, C F, ma je 300r MOHOTOHOCTH Mepe
p(Fy) < p(Ey). Daxae, p(E,) = p(F,). 3akmbyuyjemo

N(UEn> =M <|_|Fn> :ZM(FH):ZN<E

n=1 n=1

Ha npumep ako je M = {0, X} onna je jenuna mepspuba dbyHKIUja KOHCTAaHTHA (DYHKIMja, a CBAKA
JIpyTa je HeMepJbuBa.

Hapasno, ako je GpyHKIHUja KOHCTaHTa, Taga nocToji k € R Tako 1a je f(r) = k 3a cee x € X. Onna
je mapasno 3a npou3sosbHO ¢ € R, ckyn {x € X | f(z) < ¢} jennak nim X (3a ¢ > k) nm () (ykommko
je ¢ < k), Ho cBakako € M, ma je dbyHKIMja MepIbUBA.

C mpyre crpane, ako (GyHKIIHja HUje KOHCTAHTa, Taja MocToje T1 U o u3 X TakBu Ja je f(z1) = ¢
u f(x9) = co, ma ckyn {x € X | f(x) < ¢} nuje vu @ vu X 3a ¢ € (¢1,¢2), a camum M ¢ M, na
¢dyHKIMja HEje MepJbUBa.

Axo ¢y f+gu f—g meppuse, ouma cy u muxoB 36up f+ g+ (f —¢g) n muxosa paznmuka f+g—(f—g)
mepsbuBe dyukiuje. Jlaxie, 2f u 2g cy mepsbuse dyHKIHje. KOHCTaHTHa dyukimja 2 je mep/buBa
dbynkmja (3a cBaky o-anrebpy), Ha cy W KOJHIHIIN GYyHKITja 3 Yy 3 meppuse dynknmje. [laxme,
f m g cy mepspure. Ca japyre cTpane, ako ¢y f u g Mep/buBe, OH,ZLa Je U BHUXOB 30U Ka0 W EUXOBA
paznuka Mepsbuse dynknuje (Cras 3.5.(a)).

He mopa! Ha npumep f(x) = z, kao u g(r) = —x cy HemepsbuBe (YHKIHje 38 TOpe MOMEHYTY
o-anrebpy MM = {0, X} (amcy koncraunre), amu f + g = 0 je KoHCTaHTHA (DYHKIMjA U OHA jecTe
MepJbUBa.

Bpojauka mepa (crpana 34, npumep 2.34.). TupakoBa Mepa ce JedUHHUIIE HA CBUM MOJCKYIOBHMA
1, 2020 € E;

E C N, nakyie Ha MaKCHMAJIHOj o-ajarebpu. Y oBoM ciay4ajy je 6(E) = 0, 2020 ¢ E

BagaTtak hemo ypaauTu Kopax Mo KOpak, IMOCTYIIKOM CIUYHEM yBOhemy HHTerpaJia peaitne (DyHKIL]e,
Kao IITO je HaBeJIeHO.
1. g = xg - /lokaxkumo ja je ITHAKOCT BayK! 3a KapaKTepUCTHIHY (DYyHKIH]Y MepsbuBor ckyna F € .

/9 dp = /XE dp = p(E) = v(E) + 020203 (F) = /XE dV+/XE ddg2020y = /9 dV+/9 dd {2020},
N N

N N N N



IpPU Y€MY CBe jeJIHAKOCTH cJejie 1Mo AehpuHUInj HHTerpaJia uin came dyuknuje f.
n

2. g npocma nenezamueha - Taga je g = Y ¢ixg, 3a Heke ¢; = 0 n E; € M. Baxu:
i=1

n

— ZCZ' /XEl dv + /XEZ dé{gogo}

i=1 N X

= ZCZ/XEz dv + ZCZ/XE1 d5{2020}
=1y =1y

= /ZCiXEi dV—l—/ZCiXEi dd {2020
N =1 N =1

= /g dV“‘/Q dd {2020},
N N

IpU YeMy y JIPYTOj M TeTOj jeIHAKOCTH KOHAYHA CyMa MOXKe Jjia m3ahe ucrpen, ojJHOCHO ja yhe mos
MHTEerpaJj (JIMHeAPHOCT WHTerpasa), jJok tpeha jeqHakoct ciaenu u3 1. jena.

3. g HeweeamueHa Mmeppusa - Taga MOCTOjU HU3 HEHETATHBHUX, MPOCTHUX, PACTYNHUX W MepJ/bUBHX
dbyuknja, TaKBUX 1a s, — ¢ (cTaB 3.8. B)).

/g dp = lim /sn dp = lim /sn dl/+/sn dd 2020}
n—oo n—oo
N

N N N

= lim [ s, dv+ lim [ s, dogo0}
n—oo n—o0

N N
= /9 dy+/g dd 12020},
N N

IpU 4eMy TpBa U 9eTBpTa jegHakoct ciede u3 TMK, nok apyra jeanakoct ciaenu u3 2. gena (s, je
POCTa HeHeTaTUBHA (DYHKITH]A).

4. g npoussonmna mepruca, g : X — R - Taga je g = g* — g~, upu uemy je g+ (x) = max{g(x),0} m
g~ (x) = max{—g(z),0}. Tana 3a mux BaxKu 3. €0 (Apyra jeJHAKOCT y HAPEIHOM HH3Y), Ia je

/9 dﬂz/9+ d,u—/g_ dp = /gfr dy+/g+ ddj2020y | — /9_ dV+/9_ dd {2020}

N N N N N N N

= /9+ du—/g_ dv | + /g+ dd {2020} —/g_ dd {2020}

N N N N
= /9 dV“‘/Q dd 202015
N N

Ipu 4eMy MpBa U YeTBPTA jeIHAKOCT Bazke 10 Jie(PUHUIMJU WHTErpasa, J0K Tpeha BayKu U3 HHTEerpa-
OMJTHOCTH ¢ Y OJHOCY Ha V M 0{2020}-

B) Yaumajyhn y 063up nedunnnmje naTerpasa mo 6pojadkoj, onHocHo /lupakoBoj Mepu, g006mjamo Ja je

o0

1 1
/fd,u — /fdu + /fd5{2020} _ Ze—n 42020 _ -1 4 2020 4+ 72020,

1—e! e—1
N N N n=1



1

1 1
S 1 - 1
a] 1 — dr = a -1 n—1/__ N dy = — n+a_d
/:cog( x)dx /CL’Z( ) (x)nx /Zx —dz
0 0

0 n=1 n=1

= g1+ -+ g, pacryhu Hu3, ma moxxkemo npumernutn TMK.

[TomTo g, = £
Jlaksie jiumec u cyMa KOMYTHUPAjy 114 je u3pas je/IHaK:

1
o0 o [o.¢]
z"te 1 nta 1 1
de = — g — [ 2" x = — -
n n nn—+a-+1
n=1 0 n=1 0 n=1
- 1w 1
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n=1

1

> 1 .
—— [ ¥ log(1 — 2)dz.
;n4+3n 3/333 og(l — x)dx

0

Pemapamo npso eoxpeljenn uarerpan [ x5 log(1 — z)dz napuujasrom unrerpanujom u = log(1l —x),

4
v = %xﬁ. Crnenn

4
€T3

/xé log(1l — x)dx = zx;’ log(l —x) + Z/ = x)d:p

Cajia yBOJIIMO CMeHy 3 =tu cJieiu

3 16
dr =3 dt.
/(1—35) . /1—t3
16 o +1-1 1—1t6 1
dt = | ——— gt = dt
/1—t3 / 1—¢3 /1—t3 e

1+t3dt+1 at +1/ at
1—t 2] 14+t+¢2
12 2t + 1

1
= —1 — Z — 5 lOg (1 ) \/_arcth.

Konaugan pesyarar je
e 1 5.32 —2-32log3—2n

n(4+3n) 1613

n=1

Hedunumnuja 4.6.

Cras 4.14.

He mopa ga Baxku. Ilpumep je dyrkuumja penumo f(z) = logz wa nareprany (0,1), mpu gemy moc-

matpamo Jleberopy mepy p. OBa DyHKIIHja HUje €CEHINjAJTHO OTPAHNYIEHA 3aTO MTO 32 MPOW3BOJHHO

M > 0 na ckyny (0,e™) xoju je nosutuse Mepe Baxku |f| > M. Ama saxxu f € LP(0,1), 3a cBaxo
1 1

p > 1. Tpeba xa nposepumo [ log? z dx < co. (Cymruucku, Tpeba aa nokazxemo aa [ |logz|P dz < oo,
0

0
HO TOJT allCOJIYTHOM BpeITHOIINY je HeraTWBHA (DYHKIWja, TMa Ce 3aIPaBO JOKAa3WBaHe CBOIH HA
1 0

IIPETXOAHO HABeAeHO.) YBeanmo cmeny logz = ¢ ma pobujamo [logPzdr = [ tPeldt. dososbno
0 —o0

0
je mokasarn ma je I(p) = [ tPe'dt < oo. Tlapumjannom mHTErpanujoM 106mjamo

I(p)=tre'| —pI(p—1)=—pl(p—1).

—0o0



[Tomro je I(1) = —1 aobujamo I(p) = (—1)Pp! < oo. Ilpumernmo u ma MO mPoGJIEM MO
0

peumrn ysohemem cMene s = —t y unrerpan I(p) = [ tPe'dt, makon wera ce mobuja I(p) =

+00 -

[ (=1)PsPe=ds = (=1)PT(p+ 1) = (—=1)Ppl.

0



