Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerparuje (P u JI cmep) - ucnutHu pok cenreMbap 2
16.9.2020.

1. a) [5] Heka je X mempazau ckyn. /ledunucaru nojam o—asnrebpe M wa cxkyny X. OGjacHutu mojam
MUHWMAaJHe curMa airebpe koja caapzxku vHeku ckyn S C P(X), y oznanm M(S).

6) [10] Heka je X =N, S; = {4 C N ||4| je napan 6poj} u Sy = {A C N |max A = 2}. Hahu M(S5))

B) [5] Ucnuratu na s je dynxnuja f: N — R nedbunncana ca f(n) = n, M(S;)-mepsbusa. [la mu je
ona M (Sz)-mepsbuBa?

r

2. a) [b] dedununuja mepe u TpaHCJIATOPHE HHBAPUjAaHTHOCTH Mepe Ha o-aireOpu Haj R.
6) [5] O6jacauTu na qm cy /lupakoBa u 6pojadka Mepa TPAHCIATOPHO WHBAPUjAHTHE.
B) [5] Heka je £ C R JleGer mepsbus ckymn. [da s je taga a + F C R Jleber mepspun?
) [9]

5] Iokazaru na je JleberoBa mepa TpaHCJAATOPHO WHBAPUjAHTHA.
3. Heka je (X,91, 1) mpocTop ca MepoMm.

a) [5] Ilokaszaru na je | fdp =0 3a cBaky MepsbuBy dynkuujy f u ckyn A mepe mysa.
A

6) [5] Axo je f =0 ckopo cByza, objacuurnu jxa o Baxu [ f du = 0.
X

B) [5] Axo je [ fdu=0wu f nemerarusna mepspusa dyHkunja, nokaszaru aa je f = 0 ckopo cByja.
X

r) [5] Ha au B) Bazxku 6e3 mpernoctaBke j1a je f HeHeraruBHa?

4. a) [5] Heka je (X,9M, u) HPOCTOP Ca MepOM u fn: X = [0,+00], n € N, Huz mepsbupux byHKIH]A.
O6jacauTy 12 JIN BasKu f Z fndu = Z [ fadp.
n= n=1X

6) [15] Vspauynaru fln Sine) gy

ctgx

5. Heka je (R, 9, u) mpocrop ca mepowm, mpu demy je I JleGerosa o-anrebpa, a u JleGeroa mepa. Heka je
mar Hu3 Gyaknmja f, : R - R ca f,(z) = néx[()’;](x).

a) [b] UcnuraTtu 3a koje p > 1 Baxku f, € LP(R) xkaga n — oo.
6) [5b] Ucnmratu na jm 0Baj HU3 KOHBEPIUPA [ CKOPO CBY/IA.

B) [5] UcnuraTtu 3a koje p > 1 oBaj Hu3 KouBeprupa y LP HOpMHU.
r) [5] Ucnuraru ga jin 0Baj HU3 KOHBEPTUPA [0 MEPH /L.

Hamomena: V yriactum 3arpajiamMa je HaBeJeHO KOJHUKO CBaKW Je0 3ajJaTKa HOCH ToeHa. Bpewme 3a m3pamay
3ajaTaka je 180 MunyTA.



a)
6)

Pewerva:

Jedunumnuja 2.2. u Craposu 2.8. u 2.9.

Hokaxumo na je M(S;) = P(N). Hajupe, uz unmwenune ga {1,2} € Sy u {1,3} € Sy, caeau na
{1} = {1,2} n{1,3} € M(Sy). Ha camuan mauun, nobujamMo na CBAKH jeJHOWIAH CKYI IIPHIAIA
o-aarebpu M(S7). Kako je o-anreGpa 3arBopena 3a npebpojuse yHuje, a u cam [N| npebpojus, To je
M(S;) = P(N). C apyre crpane, mocroje apa ckyna Ay Sy, atocy A= {2} uw A= {1,2}. Camum
tiM, Hajupe muxopn kommiementn N\ {2} u N\ {1, 2} npunanajy o-anrebpu M(Ss), a omarie u
ckymn {1} = (N\ {2}) n{1,2} € M(S;). Hapasuo, omarie n N\ {1} € M(S,), ma 1ako mokazyjyhn
naje {0, {1}, {2},{1,2}, N\ {1}, N\ {2}, N\ {1, 2}, N} g-anre6pa, raga jacao mobujamo ja je yupaso
oHa jexnaka M (Ss).

[ogcernmo ce ma je dynknmja f Meps/buBa, ako 3a npoussoban ¢ € R Baxu {x € X | f(x) < ¢} €
M, rue je M o-anrebpa wa nupocropy X. Haseumena dynkuuja [ je csakako 9(S7) mepsbusa, jep
cpaku nogckyn ckyna N npunaga P(N). C npyre crpane, dyuknuja f auje M(Sy) mepsbusa, jep je
{neN| f(n) <4} ={1,2,3}, a ucrn we npunaga M (S3) n3 gena nox 6).

Hedununuja Mepe naja o-aarebpom je gara y ledununuju 2.19. Mepa p je TpaHCJIATOPHO UHBAPH-
jauTHA, aKo 3a cBaku MepspuB cKyll E C R u cBaky xoucranty a € R Baxu u(E) = p(a + E).
JIupakoBa mMepa Huje TpaHncjaropuo uaBapujanTaa. [locmarpahemo IupakoBy mepy neduHucany ca
1, 0 e E;

6(E) =

0,0¢F
MOKe TIoKa3aTh 3a [WpakoBy Mepy ca HpPOW3BO/AHOM HMCTAKHYTOM TadoM Xo. bpojadka Mepa jecTe
TPAHCJIATOPHO MHBAPUjaHTHA 3aTO IMITO Ce KAPJAUHAJTHOCT CKYIa He Meha IerOBOM TPAHCJIAIN]OM.

. Heka je £ = [0,1] C R. Taza je 6(E) = 1, amu 6(E + 2) = 0. Canuno ce

JleberoBa mepa je crenujajnu caydaj Kapareomgopujese, ma ce jpeduHuUIe Kao pecTpuKIlAja CloJbHe
Mepe m* Ha CKYILY

M={ECR|VACR m*(A) = m* (AN E) +m*(An E°)}.

Haxne, ckyn F C R je Jleber mepspuB ako u camo ako F € 9. Cana Tpeba nokasaru a + F € 9.
Heka je A C R mpoussospan ckyn. Tpeba mokazatn m*(A) = m* (AN (a + E)) + m*(AN (a + E°)).
[Tposeputn ga je AN(a+FE)=a+ ((—a+A)NE)u AN(a+ E°) =a+ ((—a+ A) N E°). Crenu,

m* (AN (a+ E))+m* (ANn(a+ E°)) =m*(a+ ((—a+ A)NE))+m*(a+ ((—a+ A) N E))

2m*((—a+A)NE)+m*((—a+A)NE) Z2m*(—a+ A) 2 m*(A),

rjie *; BaKM Ha OCHOBY cTaBa 2.32. ;a je m™ TPaHCJATOPHO WHBAPUJAHTHA W *9 BaXKW 3aTO IITO
E € 9 npumemeno ua ckyn —a + A. Tume je joka3 3aBpiieH.

Cran 2.32. a).

[Tokazahemo mpBO 3a MPOCTY MepJsbUBY (DYHKIH]Y, Ta 32 HEHETATUBHY MePJbUBY, 114 338 TPOU3BOJbHY

n
MepspuBy. Heka je s = Y cpx g, mpocta MepsbuBa dbyukunja. Tama je
k=1

n

/sd,u:ch/,L(EkﬂA) =0,

A k=1

3aTO MITO Cy U CBU cKymoBu Fj N A mepe uysia. Caja, neka je f Ipou3Bo/bHA MEP/HHBA HEHETATHBHA
dyukmuja. Ha ocHoBy medunuimje uurerpasia BaxKu

/fdu: sup /sd,u:().
OSSSfA

A



I kona4Ho, ako je f IPOM3BOLHOI 3HAKA, OHJA KOPHCTHMO pasasajame f = [T — f7. rme cy obe
dbyukmmje [T u f~ menmerarusne, n medpuHUIE]Y

A/fduzA/ﬁdu—/Af‘du:O—O:o.

6) Baxu. Cras 3.16 ).
B) Cras 3.16 1).

1, x € [-1,0];
1, x € (0,1]

/fdm_/fdm+/fdm_—1+1:0

[-1,1] [—1,0]

r) He mopa ga Baxku. Ha npumep, neka je f(x) = { u mepa JleGerosa. Tana je

a) Baxu. VY nuramy je jennocraBha mocienuna TMK, mo3narta Kako ca mpeaBarmba, TAKO W ca BEKOH.
n
Hakume, younmo nuz byuakumja g,(x) = > fr(z). Taga je g, uu3 mepspuBux, pacryhux, mo3suTuHux

¢dyHKIMja 0 YCJI0BY 3ajaTKa, Ila Ha mera MoxeMo npuMennTtu TMK. Hamme, Baxku cienehu Huz
jeTHAKOCTH:

X/ if = X/ ,}Lngokf;fk@) dp(z) = / lim g,,(z) dp(x)

X

—lim [ gu(x) du(z)

n—oo

- i, | > ) )
s o

k=1%
n:lX

npu demy Tpeha jennakoct Baxku mo TMK, a y 4eTBpT0j HHTErpaa u CyMy MOXKEMO Pa3MEHUTH jep
je cyma KoHadHa.

us

3
6) Hajupe, cmenoM, t = cosx mobujamo f dt. Pemreme 3agaTka

ctgx

0 1
In (sin x) i[’ln 1—t2 (—dt) — f ln\/tl—j

caean u3 ciaegeher HU3a jeTHAKOCTH:

1 1 1
— 5 42 +oo _42\n
/ln\/l tdtzl/ln(l t)dtzl/g (_1)n_1( £2)
2/ ¢
0

t 2 t
0 0




a) Tpeba ucnuratu 3a Koje p > 1, Baxu j1a je

. 1 p
lim ‘HSX[OL (x)| dx
n—00 'n
R
KoHavan. Ho, naBenenn mHTErpast Jako padyHaMo Kao
1
n 1
1 p P P P p_
/’niﬂx[o 1(x)| dr= /niﬂx[ol](x)dx =ns / dr=n3 .-~ =n3""
n n n
R R 0

p
3

! xomauan akko £ —1 <0, 1j. 3a 1 <p < 3.

na je lim n 3

n—o0

6) TMocmaTpajMo KOHBepreHIMjy Tadka o Tadka. Y3mumo Hajupe x # 0. Tana, 3a 10BO/BHO BEIHKO N,
BaKM Ja T ¢ [0, %], nma taga lim f,(z) = 03a x # 0. C apyre crpane, 3a z = 0 Bpegroct lim f,(z)
n—o0 n— oo
. : - 0, x#0; .
jennaka je +oo. Jlakie, Tauka mo taduka jgumec je lim f,(z) = . Ho, kxako je tauka
n—00 400,z =0
CKYTI Mepe HyJa, f, KOHBeprupa [ CKOPO CBYJa U TO Ka HyJIa PYHKIIUjH.

B) Hysa dbyHkinuja je jequnn Kanauaar, na Tpeba UCIUTATH 33 Koje p je
By

p
dr= lim n
n—oo

. . 1
Tim [ £ = Ol Zggo/)mx[o,g(x)
R

jemnak 0. Ho, oarosop je jocta jeiHOCTaBaH, MOTPEOHO je Ja BaxKu ’—5 —1<0,1j. 3apell3).

r) Ha ocuosy Crasa 4.23., uz uumenuna ga f, € L*(R) u ||f, — Ol — 0 aupexrno caequ ga f,
KOHBeprupa 10 Mepu Ka Hyda (pyHKnuju. HapaBHO, 0BO CMO jeJHOCTABHO MOLJIH YPaIUTH U IO
JieDUHATIH] 1.



