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1. a) [6] Neka su dati skupovi X = (0,+∞) i A = (0, 3] i B = (1, 7]. Odrediti σ-algebru M nad
skupom X generisanu skupovima A i B.

b) [6] Neka je data funkcija µ : M → [0,+∞) sa µ(E) =


+∞, 2 ∈ E
10, 1 ∈ E i 2 /∈ E
0, inaqe

. Dokazati da je µ

mera na (X,M).

v) [6] Da li je µ kompletna mera?

g) [6] Date su funkcije f1(x) = arctg x, f2(x) = −3χ(0,1](x) + 7χ(3,7](x) i f3(x) = 4− 2f2(x). Koje od
navedenih funkcija su M-mer	ive?

d) [6] Za one funkcije fi koje su mer	ive, izraqunati
∫

(0,+∞)

fi(x)dµ(x), gde je µ mera iz dela b).

2. a) [5] Definisati Vitalijev skup i opisati da li je Lebeg mer	iv i Borel mer	iv.

b) [5] Objasniti da li je V ∩Q Lebeg mer	iv i Borel mer	iv.

v) [5] Primerom pokazati da spo	na mera ne mora biti aditivna.

3. a) [15] Teorema o monotonoj konvergenciji. Formulacija i dokaz u sluqaju ograniqenog niza
funkcija.

b) [5] Mo�e li se na niz fn = sin
(
arctgn!+x

6

n5

)
, x ∈ [a, b], gde su a i b proizvo	ni realni brojevi,

primeniti TMK?

v) [5] Izraqunati lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx, gde su a i b proizvo	ni realni brojevi.

4. a) [5] Definisati esencijalni supremum.

b) [5] Dati primer funkcije kojoj su supremum i esencijalni supremum jednaki. Dati primer
funkcije kojoj se razlikuju supremum i esencijalni supremum.

v) [10] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom. Neka je data funkcija f : X → R takva da f ∈
L1(X) ∩ L∞(X). Dokazati da f ∈ Lp(X) za sve p ∈ [1,+∞].

g) [10] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i p, q ∈ [1,+∞] takvi da je 1
p
+ 1

q
= 1. Neka su dati

nizovi funkcija {fn}n∈N ⊂ Lp(X) i {gn}n∈N ⊂ Lq(X) takvi da fn
Lp

−→ f i gn
Lq

−→ g. Dokazati da

onda fngn
L1

−→ fg.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a

1. a) Znamo da ukoliko su A,B ∈ M, tada su i Ac, Bc, A ∩ B,A \ B,B \ A ∈ M. Naravno ∅ ∈
M i (0,+∞) ∈M. Dakle, A \ B = (0, 1] ∈M, zatim A ∩ B = (1, 3] ∈M i B \ A = (3, 7] ∈M i
Bc = (7,+∞) ∈M. Zapravo su ova qetiri skup 'cigle' za sve elemente σ-algebre. Svi elementi
σ-algebre M su (ima ih ukupno 16) M = {∅, (0, 1], (1,+∞), (1, 3], (0, 1] ∪ (3,+∞), (3, 7], (0, 3] ∪
(7,+∞), (0, 7], (7,+∞), (0, 3], (3,+∞), (0, 1]∪ (3, 7], (1, 3]∪ (7,+∞), (1, 7], (0, 1]∪ (7,+∞), (0,+∞)}.

b) Najpre, µ(∅) = 0 jer 1 /∈ ∅ i 2 /∈ ∅. Treba proveriti da li je µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ(En). Ako

postoji n0 tako da 2 ∈ En0 , onda su obe strane +∞ jer 2 pripada i uniji. Ako za sve n ∈ N,
2 /∈ En, onda gledamo da li 1 pripada nekom En. Ako postoji En1 takav da 1 ∈ En1 , onda iz
disjunktnosti znamo da 1 /∈ En i 2 /∈ En za sve n 6= n1. Dakle, tada su obe strane jednakosti
jednake 10. Na kraju, ako ni 1 ni 2 ne pripadaju nijednom En, onda su obe strane jednake 0, pa
smo dokazali da je µ mera.

v) Uzmimo proizvo	an skup E ∈ M takav da je µ(E) = 0 i F ⊆ E. Treba videti da li je
skup F ∈ M. Jedini skupovi mere nula su ∅, (3,+∞), (7,+∞) i (3, 7]. No, ako uzmemo skup
F = (4, 6) ⊂ X i za E = (3, 7], onda je F ⊂ E, a F /∈M, pa µ nije kompletna mera.

g) f1 nije mer	iva jer je npr. skup {x ∈ (0,+∞) | arctg x 6 1√
3
} =

(
0, π

6

]
/∈ M. Funkcija f2 jeste

mer	iva, jer (0, 1] ∈ M i (3, 7] ∈ M pa su onda χ(0,1](x) i χ(3,7](x) mer	ive, a konstanta puta
mer	iva, odnosno zbir dve mer	ive je mer	iva funkcija. Na kraju, i f3 jeste mer	iva jer je
konstantna funkcija g(x) = 4 mer	iva, a mer	iva je i f2(x), pa i 2f2(x), a f3 je onda razlika
dve mer	ive.

d) Po definiciji
∫

(0,+∞)

f2(x)dµ(x) = −3µ((0, 1]) + 7µ((3, 7]) = −3 · 10 + 7 · 0 = −30, pri qemu smo

iskoristili da se radi o prostoj (doduxe, delom i negativnoj) funkciji i definiciju mere µ.
Da	e je ∫

(0,+∞)

f3(x)dµ(x) = 4

∫
(0,+∞)

1dµ(x)− 2

∫
(0,+∞)

f2(x)dµ(x) = +∞,

jer je µ(0,+∞) = +∞ (2 ∈ (0,+∞)).

2. a) K�iga 1.3.(3. nede	a na enastavi) Vitalijev skup nije Lebeg mer	iv, pa nije ni Borel mer	iv.

b) V ∩Q = {p} je jedna taqka. Taqka je Borel mer	iv skup: {p} =
∞⋂
n=1

(
p− 1

n
, p+ 1

n

)
, pa je i Lebeg

mer	iv.

v) 4. nede	a na enastavi. Posmatrati skupove En = rn + V, gde su rn racionalni brojevi na
intervalu [−1, 1].

3. a) Teorema 3.17. u k�izi (7. nede	a na enastavi).

b) Posmatramo Rn sa Lebegovom merom. fn je neprekidna funkcija, za svako n ∈ N, pa je Lebeg
mer	iva. Da bismo primenili TMK treba proveriti da za svako x ∈ R va�i fn+1(x) ≥ fn(x).

Poka�imo prvo (n+1)!+x6

(n+1)5
> n!+x6

n5 . Ova nejednakost je ekvivalentna nejednakosti

(n+ 1)! + x6 >

(
1 +

1

n

)5

(n! + x6).

Poxto va�i x ∈ [a, b], onda postoji dovo	no veliko n1 ∈ N tako da za sve n ≥ n1 va�i x
6 < n.

Da	e, postoji n2 ∈ N tako da za sve n ≥ n2 va�i (1 + 1
n
)5 < 2. Neka je n0 = max{n1, n2} i neka

je n0 > 2. Tada za sve n ≥ n0 va�i(
1 +

1

n

)5

(n! + x6) < 2(n! + n) ≤ nn! + n! = (n+ 1)! ≤ (n+ 1)! + x6.



Druga nejednakost va�i, zato xto je n > 2. Time smo dokazali da je (n+1)!+x6

(n+1)5
≥ n!+x6

n5 . Sada ko-

ristimo da je arctg rastu�a funkcija, pa je arctg (n+1)!+x6

(n+1)5
≥ arctgn!+x

6

n5 . Poxto va�i arctgn!+x
6

n5 ∈

(0, π/2), a funkcija sin je rastu�a na tom intervalu, va�i i sin
(
arctg (n+1)!+x6

(n+1)5

)
> sin

(
arctgn!+x

6

n5

)
.

Dakle, mo�emo primeniti TMK.

v) Primenimo TMK.

lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x)dx =

b∫
a

sin
π

2
dx = b− a.

4. a) Definicija 4.11. u k�izi (11. nede	a na enastavi).

b) Za funkciju f(x) = 1 za sve x ∈ R va�i da su esencijalni supremum i supremum jednaki (i
jednaki 1). Za funkciju

g(x) =

{
1, x 6= 0

2, x = 0

va�i da joj je supremum 2, a da je esencijalni supremum 1 jer je taqka Lebegove mere nula
(naravno, posmatramo sve vreme skup R, Legegovu σ-algebru i Lebegovu meru).

v) Za p = 1 i p = +∞ tvr�e�e trivijalno va�i po pretpostavci. Uzmimo p ∈ (1,+∞). Tada je∫
X

|f |p dµ =

∫
X

|f |p−1|f | dµ 6 ‖f‖p−1∞
∫
X

|f | dµ = ‖f‖p−1∞ ‖f‖1 6∞,

pa f ∈ Lp(X,µ), pri qemu nejednakost va�i jer je |f | 6 ‖f‖∞ µ skoro svuda xto nam je ovde
dovo	no.

g) Posmatrajmo

‖fngn − fg‖1 =
∫
X

|fn(x)gn(x)− f(x)g(x)| dx

=

∫
X

|fn(x)gn(x)− fn(x)g(x) + fn(x)g(x)− f(x)g(x)| dx

6
∫
X

|fn(x)gn(x)− fn(x)g(x)| dx+
∫
X

|fn(x)g(x)− f(x)g(x)| dx

=

∫
X

|fn(x)||gn(x)− g(x)| dx+
∫
X

|fn(x)− f(x)||g(x)| dx

6 ‖fn‖p‖gn − g‖q + ‖fn − f‖p‖g‖q,

pri qemu smo u prvoj nejednakosti iskoristili nejednakost trougla, a u drugoj Helderovu
nejednakost sa koeficijentima p i q. Puxta�em lim

n→∞
, uz qi�enicu da fn ∈ Lp (po pretpostavci)

i g ∈ Lq (ovo sledi iz osobine norme, tj. nejednakosti Minkovskog ‖g‖q = ‖g − gn + gn‖q 6
‖g − gn‖q + ‖gn‖q <∞) dobijamo da je lim

n→∞
‖fngn − fg‖1 = 0, xto je i trebalo dokazati.


