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1. a) [2] Neka su λ1, λ2, . . . , λn mere na prostoru (X,M) i c1, c2, . . . , cn > 0. Dokazati da je tada sa

λ(E) = c1λ1(E) + c2λ2(E) + · · ·+ cnλn(E)

definisana mera na (X,M).

b) [8] Na Lebegovoj σ-algebri M nad R, definiximo funkciju µ : M→ [0,+∞] sa

µ(E) = 2m

(
E ∩

[
−1

3
,
2

3

])
+ eδ{0}(E) + πδ{ 1√

2
}(E),

pri qemu je m Lebegova mera na R, dok su δ{0} i δ{ 1√
2
} Dirakove mere u odgovaraju�im taqkama.

Dokazati da je µ mera i izraqunati µ(Q), µ(R \Q) i µ(K), gde je K Kantorov skup.

v) [12] Dokazati da je funkcija

f(x) =


|arctg x|, x ∈

(
−∞,−1

3

]
sgnx, x ∈

(
−1

3
, 1
]
\K

sin 1
x2+1

, x ∈ K
ex, x ∈ (1,+∞)

Borel mer	iva i izraqunati
∫
R
f dµ.

g) [3] Dokazati da je sa

N = {A ⊆ R | A prebrojiv ili A{ prebrojiv}

definisana jedna σ-algebra na R.
d) [5] Da li je funkcija f N-mer	iva?

�) * [5] Opisati sve N-mer	ive funkcije f : R→ [0,+∞].

2. [16] Kompletnost mere - definicija. Dati primer kompletne i nekompletne mere i objasniti.

3. a) [13] Teorema o dominantnoj konvergenciji (formulacija i dokaz).

b) [13] Izraqunati lim
n→∞

n
1∫
1
n

(sin 1
n
+cos 1

n)
n
·ex2

1+n3(x−1)2 dx.

4. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera. Neka je
dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) = ne−n|x|.

a) [5] Ispitati za koje p ∈ [1,+∞), fn ∈ Lp(µ) kada n→∞;

b) [5] Ispitati konvergenciju niza fn µ skoro svuda;

v) [5] Ispitati konvergenciju niza fn u L
1;

g) [5] Ispitati konvergenciju niza fn po meri µ;

d) [8] Da li iz L1 konvergencije sledi konvergencija po meri? Da li iz konvergencije po meri
sledi konvergencija u L1-normi? Ukoliko je tvrd�a taqna, dokazati je, ukoliko nije, dati
kontraprimer.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.



Rexe�a

Navodimo rexe�a samo onih zadataka qiji odgovori ne postoje u k�izi. Za sve ostale odgovore
navodimo definicije i teoreme iz k�ige autora prof. dr Drago	uba Keqki�a. Naravno, ni jedno ni

drugo nisu jedina rexe�a.

1. a) λ(∅) = c1λ1(∅) + · · ·+ cnλn(∅)
∗
= 0, a va�i i aditivnost mere:

λ

(
∞⊔
j=1

Aj

)
= c1λ1

(
∞⊔
j=1

Aj

)
+ · · ·+ cnλn

(
∞⊔
j=1

Aj

)
∗
=
∞∑
j=1

c1λ1(Aj) + · · ·+ cnλn(Aj) =
∞∑
j=1

λ(Aj).

Jednakosti ∗ va�e zato xto su λ1, . . . , λn mere.
b) Da bismo iskoristili deo pod a) u svrhu dokaziva�a da je µ mera, potrebno je da samo poka�emo

da je λ1(E)
def
= m

(
E ∩

[
−1

3
, 2
3

])
mera. Va�i λ1(∅) = m(∅) = 0 i

λ1

(
∞⊔
n=1

En

)
= m

((
∞⊔
n=1

En

)
∩
[
−1

3
,
2

3

])
∗1= m

(
∞⊔
n=1

(
En ∩

[
−1

3
,
2

3

]))
∗2=
∞∑
n=1

m

(
En ∩

[
−1

3
,
2

3

])
=
∞∑
n=1

λ1(En).

Pri tom ∗1 va�i zbog distributivnosti preseka prema uniji, a ∗2 zato xto jem mera. Poxto je
µ definisana kao linearna kombinacija tri mere, onda je na osnovu a) i µ jedna mera. Na�imo
µ(Q), µ(R \Q) i µ(K). Poxto je m(Q) = m(K) = 0 sledi µ(Q) = e, µ(R \Q) = 2+π i µ(K) = e.

v) Dokaz sledi iz opxtijeg tvr�e�a: neka je (X,M, µ) prostor sa merom i

f(x) =


f1(x), x ∈ D1

...

fn(x), x ∈ Dn

funkcija definisana na skupu X = D1 t · · · t Dn. Ako su skupovi D1, . . . , Dn mer	ivi i ako
su funkcije f1, . . . , fn mer	ive, onda je i f mer	iva. Doka�imo ovo tvr�e�e. Neka je c ∈ R
proizvo	na konstanta. Tada je

{x ∈ X|f(x) < c} =
(
{x ∈ X|f1(x) < c} ∩D1

)
t · · · t

(
{x ∈ X|fn(x) < c} ∩Dn

)
.

Poxto su svi skupovi na desnoj strani jednakosti mer	ivi, tj. pripadaju σ-algebriM, onda je
i skup na levoj strani jednakosti mer	iv, pa je i f mer	iva funkcija. U konkretnom sluqaju
su skupovi

(
−∞,−1

3

]
,
(
−1

3
, 1
]
\ K, K i (1,+∞) mer	ivi, zatim funkcije |arctg x|, sin 1

x2+1
i

ex su neprekidne pa i mer	ive, dok je funkcija sgnx prosta pa je konaqno i ona mer	iva, a
samim tim je takva i f .

Na osnovu definicije funkcije f i zadatka 45 sa ve�bi, va�i∫
X

f dµ =

∫
D1

f1 dµ+ · · ·+
∫
Dn

fndµ.

Sada treba da izraqunamo tra�eni integral. Na osnovu definicije mere µ va�i∫
R

f dµ = 2

∫
[− 1

3
, 2
3 ]

fdm+ ef(0) + πf

(
1√
2

)
.



U naxem sluqaju funkcije f i mere µ dobijamo

∫
R
f dµ = 2

 ∫
[− 1

3
, 2
3 ]\K

fdm+

∫
K∩[0, 23 ]

fdm

+ ef(0) + πf

(
1√
2

)

= 2

 ∫
[− 1

3
,0]\K

fdm+

∫
[0, 23 ]\K

fdm+

∫
K∩[0, 23 ]

fdm

+ e sin 1 + π

∗
= 2

(
−1

3
+

2

3
+ 0

)
+ e sin 1 + π =

2

3
+ e sin 1 + π.

∗ poxto je mera Kantorovog skupa K jednaka nuli, onda je tre�i integral nula.

g) N = {A ⊆ R | A prebrojiv ili A{ prebrojiv}. Jasno je ∅ ∈ N, jer mu je kardinalnost nula.
Neka va�i A ∈ N i poka�imo A{ ∈ N. Ako je A prebrojiv onda je (A{){ = A prebrojiv pa
A{ ∈ N, a ako je A{ prebrojiv onda tako�e va�i A{ ∈ N. Neka va�i An ∈ N, za sve n ∈ N i

poka�imo
∞⋃
n=1

An ∈ N. Ako je za svako n ∈ N skup An prebrojiv, onda je i
∞⋃
n=1

An prebrojiv, pa

pripada familiji N. S druge strane, ako postoji n0 ∈ N takav da je A{
n0

prebrojiv onda je i(
∞⋃
n=1

An

){

=
∞⋂
n=1

A{
n ⊆ A{

n0
prebrojiv, pa pripada familiji N. Time smo pokazati da je N jedna

σ-algebra na R.
d) f nije N-mer	iva zato xto skup {x ∈ R | f(x) > e} = (1,∞) nije prebrojiv, a nije ni �egov

komplement (−∞, 1] prebrojiv, pa ne pripada σ-algebri N.

�) Kao prvo, konstantna funkcija f je mer	iva u svakoj meri zato xto {x ∈ X | f(x) < c} je ili ∅
iliX, a ova dva skupa pripadaju svakoj σ-algebri nadX. Poka�imo sada da jeN-mer	iva svaka
funkcija koja je konstantna svuda osim u najvixe prebojivo mnogo taqaka. Neka je f(x) = C za
sve x ∈ R osim za xn, n ∈ N gde je f(xn) = cn. Tada je {x ∈ R | f(x) < c} jednak:
-∅, ako c < C, c1, c2, . . . ;
-xnk

, ako je cnk
< c < C, cnj

, za neke nk i nj;
-R\xnk

, ako cnj
, C ≤ c < cnk

, za neke nk i nj;
-R ako C, c1, c2, . . . < c.
Svi navedeni skupovi pripadaju N pa je f mer	iva. Poka�imo da su mer	ive jedino ovakve
funkcije. Primetimo prvo da su jedini mer	ivi skupovi upravo oblika ∅, {xnk

| k ∈ N},
R\{xnk

| k ∈ N}, R. Dakle, skup {x ∈ R|f(x) < c} mora biti takvog oblika. To znaqi da f mo�e
uzimati najvixe prebrojivo mnogo vrednosti i da samo jedna vrednost mo�e da se uzima na
neprebrojivom skupu. Dakle zak	uqujemo je konstantna svuda osim u najvixe prebojivo mnogo
taqaka.

2. Ode	ak 2.24. iz k�ige, kao i reference na koje se ukazuje.

3. a) Teorema 3.24. iz k�ige.

b) �elimo da na�emo integrabilnu dominantu, pa pre svega primetimo da integraciju vrximo
na skupu konaqne mere. Zapiximo integral na slede�i naqin

1∫
0

(
sin

1

n
+ cos

1

n

)n
n

1 + n3(x− 1)2
ex

2

χ[ 1n ,1]
(x) dx.

Primetimo najpre da je ex
2
rastu�a, pa va�i ocena

ex
2

χ[ 1n ,1]
6 e.



Tako�e, kako u integrabilnoj dominanti treba da imamo izraz koji ne zavisi od n, uoqimo da
je
(
sin 1

n
+ cos 1

n

)n
konvergentan, pa samim tim i ograniqen (sa neko M > 0). Naime,

lim
n→∞

(
sin

1

n
+ cos

1

n

)n
= lim

n→∞
en ln (sin 1

n
+cos 1

n) = lim
n→∞

en ln(1+ 1
n
+o( 1

n)) = e.

Ostatak zadatka je istovetan zadatku 49. sa ve�bi, pa je po �emu konaqan rezultat 0.

4. a) Dakle, treba da ispitamo za koje p ∈ [1,+∞) je izraz∫
R

∣∣ne−n|x|∣∣p dx
konaqan kada n → ∞. No, primetimo da je funkcija pod apsolutnom vrednox�u pozitivna i
paran, pa je tra�eni izraz jednak

2

+∞∫
0

npe−npx dx.

Uvedimo u prethodnom izrazu smenu nx = t. Tada integral postaje

2

+∞∫
0

npe−pt
dt

n
= 2np−1

+∞∫
0

e−pt dt = 2np−1
(
−e
−pt

p

) ∣∣∣∣+∞
0

=
2np−1

p
.

Dakle, posled�i izraz je <∞ kada n→∞ samo za p = 1 i tada iznosi 2.

b) Uzmimo proizvo	an realan broj x, x 6= 0 (primetimo da je fn(0) = n xto te�i ka +∞).
Posmatrajmo limes taqka po taqka

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n

en|x|
=

1

|x|
lim
t→∞

t

et
=

1

|x|
lim
t→∞

1

et
=

1

|x|
· 0 = 0,

pri qemu smo u drugoj jednakosti iskoristili smenu promen	ive, dok smo u tre�oj iskoristili
Lopitalovo pravilo. Kako, je taqka skup mere nula, to po definiciji fn(x) → f(x) µ skoro
svuda, gde je f : R→ R takva da je f(x) = 0 za sve x ∈ R

v) Iz primera pod b) jedini kandidat za konvergenciju u L1 je nula funkcija. Dakle treba
ispitati da li je ‖fn − 0‖1 jednako nuli kad n → ∞. No, primetimo da smo u primeru a) ve�
izraqunali da je ‖fn‖1 = 2 za sve n ∈ N, pa fn 6→ 0 u L1.

g) Opet je jedini kandidat nula funkcija. Fiksirajmo ε > 0. Posmatrajmo skup

Aε = {x ∈ R | |fn(x)| > ε} = {x ∈ R | ne−n|x| > ε}.

De	e�em sa n, a potom ln-ova�em obe strane dobijamo da je

Aε =
{
x ∈ R | − n|x| > ln

ε

n

}
=

{
x ∈ R | |x| 6 lnn− ln ε

n

}
=

[
− lnn− ln ε

n
,
lnn− ln ε

n

]
.

Odavde je jasno da je

lim
n→∞

µ (Aε) = 2 lim
n→∞

lnn− ln ε

n
= 0,

pa fn
µ−→ 0. Pritom smo u posled�em koraku iskoristili da je n "jaqe" od lnn, i da je ln ε

konstanta jer smo na poqetku fiksirali ε > 0.

d) Iz L1 konvergencije sledi konvergencija po meri xto je pokazano u stavu 4.23. Obratno ne
mora da va�i i primer je bax ovaj niz npr.


