Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerparuje (P u JI ecmep) - ucnutHu pok jyH 2
7.7.2020.

1. a) [2] Heka cy A, Ao, ..., A\, Mepe Ha npocTopy (X, M) u ¢y, ¢o, ..., ¢, > 0. okazaru ja je taja ca
ME) = Mi(E) + c2Xa(E) 4+ -+ cpdn(E)

nedunrncana mepa za (X, ).
6) [8] Ha Jle6erosoj o-aare6pu MM nag R, pedununmmo dbyuxuujy p: MM — [0, +00] ca

12
npu ueMmy je m Jleberopa Mepa na R, 10K cy oy 1 5{%} JlupakoBe Mepe y oarosapajyhum Ttaukama.
2
Hokazaru ga je p mepa u u3paaynatu 1(Q), n(R\ Q) u pu(K), rae je K Kanropos ckym.
B) [12] Hokazaru ga je dpyukmuja

larctg z|, = € (—oo,—%}
sgnz, T € (—%,1 K
sin IQ—IH, re K

e*, v € (1,+00)

fx) =

Bopex mepsbusa u uspauynaru | f dpu.
R

r) [3] okazaru na je ca
N ={A CR | A npebpojus mwiu AL upebpojus}

nedbunucana jejgHa o-aarebpa xa R.
) [5] Ja au je dyukmuja f IN-mepspusa?
h) * [5] Onucaru ce N-mepsbuse dbyuximje f: R — [0, +00].

2. [16] Kommiaernoct mepe - nedbunurmja. JlaTu mpuMep KOMILIETHE W HEKOMILIETHE Mepe U OGjaCHUTH.

3. a) [13] Teopema o goMuHAHTHOj KOHBepreHiwju (hopmyaanyija u J1oKkas).

1 1\" ﬂc2
smn—l—cos n) e

14n3(z—1)2

1
6) [13] Uspauynaru lim nf( dx.
n—oo 1

4. Heka je (R,9, 1) mpocrop ca mepom, npu demy je I JlebGerosa o-anrebpa, a p Jleberosa mepa. Heka je
nar am3 bynxmmja f, : R — R ca f,(z) = ne™™l,

a) [b] Ucnuraru 3a koje p € [1,400), f, € LP(n) xkaga n — oo;

6) [b] UcuuraTu KOHBEPTeHIU]Y HU3A f,, [t CKOPO CBYJIA;

B) [5] Ucnmrarn Koupeprenmmjy nusa f, y L';

r) [5] Ucnuratn KOHBepreHmujy Husa f, 0O MepH ii;

1) [8] da sm u3 L' kouseprennuje cieju Konpepreniuja no mMepu? Jla Jin U3 KOHBepreHimje 1o Mepu

clequ KoHpeprennuja y L'-mopmu? VYKOIHKO je TBpImba TadHa, JOKa3aTH je, YKOJUKO HHje, JaTH
KOHTPanpuMep.

Hamomena: V yriacTum 3arpajiamMa je HaBeJeHO KOJHWKO CBaKW Je0 3ajJlaTKa HOCH MToeHa. Bpewme 3a m3pamay
3aj1aTaka je 180 MunHyTA.



Pewerva

HaBogumo pelrrema camMo OHEX 3aJaTaka YHUjU OJrOBOPH HE IIOCTOje Y KIbU3HU. 3a CBE OCTaJIe OJrOBOPE
HaBOJIUMO Jie(bUHUINIMje U TeopeMe H3 Kibure ayropa npod. ap paromyba Keukuha. Hapasno, nu jegno nm

1. a)

B)

JPYTO HHUCY JeJINHA Pelleba.

AD) = A (0) 4 - + A (D) =0, a Bazky u AAUTUBHOCT Mepe:

)\(DAj)ZCl/\l (DAJ>++C” n(l_lA) ch)\l(Aj)+ +Cn Z/\

7=1
JeJIHAKOCTHU * BaKe 3aTO 1ITO Cy Aq, ..., \, Mepe.

Jla 6ucmo I/ICKOpI/ICTI/I.HI/I JIe0 TIO/T &) ¥ CBPXY JOKA3UBAKha J1a je [i Mepa, MOTPeOHO je J1a caMo MTOKaZKeMO
na je \(E) = w m (EN[—3,2]) mepa. Baxu A\ (0) = m(0) =0 u

(G) (@) Fisl) w
(o3-S

[Ipu ToM *; Bazku 300T TUCTPUOYTUBHOCTH IIPECceKa IpeMa YHHUjH, a %9 3aT0 IITO je m Mepa. llomTo je
W nedpuHICAHA Ko JIMHeApHA KOMOWHAIM]a TP Mepe, OHJIa je Ha OCHOBY a) U p jenHa mepa. Halumo

wQ), p(R\ Q) u p(K). Homro je m(Q) = m(K) =0 cuequ p(Q) = e, p(R\Q) =247 u u(K) =

Hokas caiepu u3 ounrrujer rBphema: neka je (X, 9, 1) upocrop ca Mepom u
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f1 (I), T € D1
flx) =4
foulz), €D,
dyukmuja gedununcana na ckyny X = Dy U --- U D,,. Ako cy ckynosu Dy, ..., D, Mep/buBu U aKO
cy dbyukiuje fi,..., f, mep/buse, ouna je u f mepspuBa. Jlokaxumo oBo TBpheme. Heka je ¢ € R

NpPOU3BOJbHA KOHCTAHTA. Taja je

(€ X|f(z) < ¢} = ({xexm(x) <c}ﬂD1) U U ({xeX|fn(:c) <c}ﬂDn>.

[TomTo cy cBM CKYIOBM Ha JIECHOj CTPAHU je THAKOCTU MePJbUBH, Tj. NpHunaaajy o-aaredpu I, ora je
U CKYII Ha JIEBOj CTPAHU jeTHAKOCTU MEPJbUB, 11a je u f MepsbuBa MYHKIHjA. Y KOHKPETHOM CJIYUajy
CYy CKYIOBH (—oo, —%}, (—%,1} \ K, K u (1,+00) mepspusn, 3atum byHKIHje |arctg x|, sinxQ#Jrl u
e cy HelpeKHIHe ITa U MepJbUBe, JOK je (pyHKIHja Sgn o IPOCTa I1a je KOHAYHO W OHAa MEepJbUBa, a

caMUM THUM je TakBa u f.

Ha ocuoBy nedununuje dpyukmuje f n 3agarka 45 ca BekOH, BaKn

X/fdu:l!fldunL---JrD[fndu.

Cazna Tpeba ma m3padyHaMo TpazkeHu unterpai. Ha ocroBy medunumumje mepe p BaxKu

/fdpz? / fdm+ef(0)+7rf(%).
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Y mameMm caydajy byHKIHje [ w Mepe ( T00mjaMo

/Rfduzz / fdm + / fdm —i—qf(())—i—wf(%)

(B I ()
=2 / fdm + / fdm + / fdm | +esinl +7
\[—%70]\K [0,2]\K Kn[0,2]

* 1 2 ) 2 )
:2(—§+§+0>+esm1+7rz§+esm1+7r.

* motITo je Mepa Kantoposor ckyma K jeanaka Hy/d, oHJa je Tpehu wHTErpas HyJa.

r) M = {4 C R | Aupebpojus wm A npebpojus}. Jacno je ) € M, jep My je KAPIHHATHOCT HyJIA.
Hexa Baxn A € 9N u nokaxumo A € 9. Axko je A Hpe6p0j1/113 onga je (AY)C = A npeGpojus ua
At e M, a aKo je AL mpe6pojus onna taxohe saxu Ab € M. Heka Baxu A, 6 M,3aceen € Nu
HOKaKHMO U A, € M. Axko je 3a cako n € N ckyn A,, npebpojus, oHja je u U A,, npebpojuB, ma

n=1 n=1

npunajga gpamuauju N. C apyre crpane, ako nocroju ng € N Takas ja je Ano npebPOojUB OHJIA je H

C
[o¢] o
( U An) =0 AE C AELO npebpojus, na npunaga Gamuanju 1. Tume cmo nokazaru ga je DN jeana
= n=1
o-aiarebpa Ha R.
1) f umje N-mepspusa 3ato mro ckyn {z € R | f(z) > e} = (1,00) uuje upebpojus, a HUje HH HETOB
KoMIteMeHT (—oo, 1] npeGpojus, na He mpunaia o-aareGpu N.

h) Kao npso, koucranTHa dbyHkImja [ je Mep/buBa y cBakoj mepu 3ato mro {x € X | f(z) < ¢} je wiu ()
win X, a oBa JiBa CKyma npunaiajy csakoj o-ajuredpu naj X. [Tokaxkumo caja ja je -mep/buBa cBaKa
dbyHKIMja Koja je KOHCTAHTHA CBYJa OCHM y HajBuIie npebojuBo MHOro Tadaka. Heka je f(z) = C 3a
cBe x € R ocum 3a z,,n € N e je f(z,) = ¢,. Tana je {z € R | f(z) < ¢} jennax:

-0, ako c < C, 1,09, ..

~Tn,,, QKO J€ Cp, < ¢ < O ¢y, 32 HEKE Ny U N5

-R\ 2, , aKo ¢,;, C < ¢ < ¢y, 38 HeKe Ny, U N

-R axo C,¢q,09,... < c.

Ceu Hapenenu ckymnoru npunaajy I na je f mepspbuna. [lokaxkumo J1a ¢y Mep/bUBE jeHHO OBAKBE
dbynukiuje. IlpuMernMo OpBO Ja €y jeJMHA MeP/BUBH CKYNOBH ynpaso obiuka 0, {z,, | k € N},
R\{z,, | k¥ € N}, R. Jakne, ckyn {x € R|f(x) < ¢} mopa 6uru Taksor obiauka. To 3naun ma f Moxe
y3UMaTH HajBUIIE MPeOPOJUBO MHOTO BPEJHOCTH W J1a CAMO jejHa BPEIHOCT MOXKE Ja Ce y3uMa Ha
HerpeOpojuBoM ckyny. /lakje 3aK/bydyjeMo je KOHCTAHTHA CBY/la OCUM y HajBHIIE TPEOOjUBO MHOTO
Tavaka.

2. Onemak 2.24. u3 Kmure, Kao u pedepeniie Ha Koje ce yKazyje.

3. a) Teopema 3.24. u3 Kure.

6) ZKeanmo ja HalleMo HHTErpaOUIHY JTOMHHAHTY, 1A Ipe CBera MpUMEeTHMO JIa WHTerPAIUjy BPIIHMO
Ha CKYIy KOHAYHe Mepe. 3alnIIuMO HHTerpaJ Ha ciaejgehu Havun

1

1 " n 22
/(sm—%—cosﬁ) 1—|—n3(x—1)26 X[%J](x)dx.
0

. . 2
[Ipumerumo najupe ja je e* pacryha, 1ma BaykKu oreHa

€x2X[l’1} <e.



Taxkobhe, kKako y uHTerpabuJIHOj JOMUHAHTH Tpeda /la ©MaMO M3pa3 KOjH He 3aBHCH OJI 1, YOUUMO JIa
. . n
je (sm% + cos %) KOHBEPreHTaH, [a CAMUM TUM U orpanuden (ca weko M > 0). Hauwme,

1 1\" 1 1 1,,(1
lim (sin— +cos— | = lim "™ (sin +eos ) lim e’Lln(1+n+°<n)) =e.
n—00 n n n—00 n—00

Ocrarak 3a7aTKa je ucroBeras 33gaTky 49. ca BexkOu, ma je no memy konadan pesyarar (.

Hakie, Tpeba ja ucnuramo 3a Koje p € [1, +00) je uspas

—nlzl P
/|ne nlzl‘ dz

R

KOHa4aH Kaja n — o0o. Ho, mpuMerumo ja je pyHKIM]ja 10/ alCOJyTHOM BpeHONINY MO3UTHBHA U

mapas, Ia je TpayKeHH W3pa3 jeTHaK
+oo

Z/npe”px dz.

0

YBeauMo y MpeTxXoqHOM u3pa3y cMeHy nx = t. Tajga nHTerpaJ mocraje

—+00

—+oco
—pt
2 / npe_ptﬂ = opP~! / e Pt dt = onpP~! (_e_)
n / P

0

+oo 27’Lp71

0 p

Jlakme, mocaeamu n3pas je < 0o Kalla N — 00 caMo 3a p = 1 W Taja U3HOCH 2.

V3MEMO HPOU3BOJbAH peastan 6poj x, © # 0 (mpumerumo na je f,(0) = n mro Texku Ka +00).
[TocmaTpajmo JimMec Tadka Mo TadKa

: . n L.t 1.1 1
) = e e = L B G T A T

-0=0,

[pPU Y€MY CMO Y JIPYTO] JeHAKOCTH UCKOPUCTHIN CMEHY ITPOMEHJbUBE, JIOK CMO y Tpehoj uckopucTuin
Jlonuranoso npasmio. Kako, je Tauka ckynm mepe Hymna, To no gebununuju f,(z) — f(x) p ckopo
cByna, rie je f: R — R raksa ga je f(x) = 03a cee x € R

3 npumepa 1o 6) jejunu Kamaujgar 3a Komseprennujy y L' je myna dbynknuja. lakie rpeba
wcrmratu fga Jgu je || f, — 0|y jennako wyau kag n — oco. Ho, mpumernmo ma cvo y pumvepy a) seh
uspadynaau 1a je || fuli =2 3acsen € N, ma f, A 0y L.

Ormer je jequman xkauwgugar wyaa pyaknuja. Puxkcupajmo € > 0. Tlocmarpajmo ckymn
A, = {ZL‘ eR | ‘fn(x” > 5} = {ZL’ cR | ne~"zl > 5}.

JlespemeM ca n, a moToM [n-oBameM 00e cTpaHe jg00ujaMo Jia je

Inn —1 Inn—1 Inn—1
Aez{xeR\—n\x|2ln£}:{x€RHx|<nn—n€}:[_nn ne Inn—lne
n

n n n

OpaBge je jacHo na je

Inn—Ine B

lim p(A:) =2 lim =0,

n—00 n— 00 n

“w . . .
na f, — 0. Ilputom cMo y mocaeameM KOpaky UCKOpUCTHIn ga je n ~jadge” ox Inn, m ma je Ine
KOHCTAHTa jep CMO Ha Mo4eTKy dukcupanu € > 0.

3 L' xoHBeprenmmje ciream KOHBEPTeHIWja 10 MepH MITO je MokasaHo y crasy 4.23. Ob6paTHo He
MOPpa Jla BaxKu M IIpuMep je Halr oBaj HUA3 HIIP.



