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1. a) [5] Definisati Kantorov skup i Kantorovu singularnu funkciju.

b) [10] Navesti primer mere u kojoj je Kantorov skup mer	iv, kao i primer mere u kojoj Kantorov
skup nije mer	iv. Objasniti.

v) [10] Da li je karakteristiqna funkcija Kantorovog skupa Lebeg mer	iva? Da li je Kantorova
singularna funkcija Lebeg mer	iva? Objasniti.

2. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i f : X → R≥0 prosta mer	iva funkcija.

a) [5] Dokazati da je funkcija λ : M→ R≥0 definisana sa

λ(A) =

∫
X

fχAdµ

mera na σ-algebri M.

b) [5] Da li isto va�i za proizvo	nu mer	ivu funkciju f : X → R≥0?
v) [5] Da li isto va�i za proizvo	nu mer	ivu funkciju f : X → R?

3. [15] Izraqunati

lim
n→+∞

n∫
0

n5x

1 + n4x2
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n
· log

(
1 + x

n

)
· e x

n

x2
dx.

4. a) [10] Formulisati i dokazati Levijev stav.

b) [10] Razviti u red
1∫
0

log x sin kx dx, k ∈ N.

5. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [5] Definisati prostor Lp(X,µ), 1 6 p <∞.

b) [10] Definisati konvergenciju po meri i dati primer niza funkcija koji konvergira po meri,
kao i primer niza funkcija koji ne konvergira po meri.

v) [10] Ispitati vezu izme�u konvergencije po meri i konvergencije u Lp normi, 1 ≤ p ≤ ∞.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) Poglav	e 1.4. i 1.5

b) Kantorov skup je Borel (pa i Lebeg) mer	iv, zato xto je zatvoren. Sa druge strane, Kantorov
skup nije M-mer	iv, pri qemu je M = {∅, X = [0, 1]}, zato xto Kantorov skup ne pripada
σ-algebri M.

v) Karakteristiqna funkcija Kantorovog skupa je Lebeg mer	iva, zato xto je Kantorov skup
Lebeg mer	iv. Kantorova singularna funkcija je Lebeg mer	iva zato xto je neprekidna.

2. a) Lema 3.13.

b) Da. Posledica 3.19.

v) Ne. Ako va�i f(x) ≤ 0, za sve x ∈ X, onda je
∫
X

fχAdµ < 0, za sve A ⊂ X, a mera mora uzimati

samo nenegativne vrednosti.

3. Primetimo najpre da se smenom x
n
= t rexavamo izraza koji se stalno pojav	uje, i pritom dobijamo

da je tra�eni izraz jednak

lim
n→+∞
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pa uzevxi u obzir da je | sin t| 6 |t| i | log(1 + t)| 6 |t| za sve t > 0 i naravano da je et 6 e za sve
t ∈ [0, 1], to je ∣∣∣∣ n5t
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za sve t ∈ (0, 1] (za skoro sve t na segmentu). Kako je 2
3
∈ (0, 1), to je g(t) =

6√
55e

6t
2
3

integrabilna

dominanta. Samim tim, po TDK, limes i integral mogu zameniti mesta, pa kako je u imeniocu ve�i
stepen n u jednakosti (1), to podintegralna funkcija te�i 0 kad n te�i +∞, pa je tra�eni limes
jednak 0.

4. a) Stav 3.25.

b) Setimo se da je sin kx =
+∞∑
n=1

(−1)n−1(kx)2n−1

(2n−1)! (oqigledno je da treba tu funkciju da razvijamo), pa

je
1∫

0

log x sin kx dx =

1∫
0

log x
+∞∑
n=1

(−1)n−1(kx)2n−1

(2n− 1)!
dx.

Da bismo primenili Levijev stav, treba da doka�emo da je

+∞∑
n=1

1∫
0
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∣∣∣∣ dx < +∞.

Primetimo da je
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Sraqunajmo sada
1∫
0

log x ·x2n−1 dx, naravno, parcijalnom integracijom (u = log x, dv = x2n−1 dx).

Tada je
1∫
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2n

2n

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

x2n−1

2n
dx = − x2n

(2n)2

∣∣∣∣1
0

= − 1

4n2
.

Na kraju, primetimo da je
+∞∑
n=1

k2n−1

4(2n−1)!n2 <∞ po Dalamberovom kriterijumu jer je
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Iz svega navedenog, mogu�e je po Levijevom stavu zameniti redosled sumi i integralu pa do-
bijamo da je

1∫
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log x sin kx dx =
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5. a) Poglav	e 4.5. i 4.6.

b) Definicija 4.16.

Neka je X = [0,∞), mera Lebegova i neka je fn(x) = χ[0,n](x). Za svako x ∈ X va�i lim
n→∞

fn(x) =

χ[0,∞)(x) = 1. Dakle, niz fn konvergira taqka po taqka ka funkciji f(x) = 1. Proverimo
konvergenciju po meri. Neka je ε = 1

2
. Tada je {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = [n,∞), dakle mera

ovog skupa je beskonaqno pa dati funkcionalni niz ne konvergira po meri.

Neka je X = [0, 1], mera Lebegova i neka je fn(x) =

{
n, 0 < x < 1

n
,

0, x ≥ 1
n
, x = 0

. Ovaj funkcionalni

niz konvergira po meri ka funkciji f(x) = 0. Neka je ε > 0 proizvo	no. Primetimo da je
{x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ ε} ⊂

(
0, 1

n

)
, dakle mera ovog skupa je ma�a ili jednaka 1

n
, pa je limes

mera ovih skupova jednak nuli. Dakle, va�i konvergencija po meri.

v) Iz Lp konvergencije sledi konvergencija po meri. U sluqaju 1 ≤ p < ∞ pogledati Stav 4.23.
Poka�imo sluqaj p = ∞ (ili pogledati fajl 8.5.pdf). Neka je ε > 0 proizvo	no. Poxto je
limn→∞ ||fn − f ||∞ = 0 to znaqi da postoji n0 ∈ N tako da za sve n ≥ n0 va�i ||fn − f ||∞ < ε.
Dakle, za sve n ≥ n0 va�i sup essx∈X |fn(x)−f(x)| < ε. Po definiciji esencijalnog supremuma,
to znaqi da je za sve n ≥ n0 skup An = {x ∈ X | |fn(x)− f(x)| ≥ ε} mere nula. Dakle, µ(An) = 0
za sve n ≥ n0 pa je i limn→∞ µ(An) = 0.

Sa druge strane, iz konvergencije po meri ne mora da sledi Lp konvergencija, za sve 1 6 p 6∞.

Primer je funkcionalni niz fn(x) =

{
n

1
p , 0 < x < 1

n
,

0, x ≥ 1
n
, x = 0

, gde je X = [0, 1] i mera Lebegova i

1 ≤ p < ∞ proizvo	no. Ovaj funkcionalni niz konvergira po meri ka funkciji f(x) = 0.
Poka�imo da ne va�i konvergencija u normi ||·||p. Primetimo prvo da va�i fn ∈ Lp(X,µ), zato

xto je
∫
X

|fn|pdm =

1
n∫
0

n dm = 1 < ∞. Me�utim, lim
n→∞

∫
X

|fn − f |pdm =
∫
X

|fn|pdm = 1 6= 0. Sliqno,

fn ∈ L∞(X,µ), ali sup ess |fn − f | = n
1
p , xto te�i ka beskonaqno, pa nemamo ni konvergenciju

u normi || · ||∞.


