
Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Statistiqki softver 4
Xesti qas

Marija Radiqevi�

Matematiqki fakultet, Beograd

2015.

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

Sadr�aj

1 Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

2 Primeri

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

Procedure za testiraǌe veze izme�u
promenǉivih

Fokus istra�ivaǌa odnosa izme�u promenǉivih je usmeren
na otkrivaǌe konzistentne i sistemske veze izme�u nivoa,
odnosno oznaka, dve ili vixe promenǉivih.

pitaǌa vezana za istra�ivaǌe odnosa:
1 Da li veza izme�u promenǉivih postoji?
2 Ako veza postoji, koji je smer te veze?
3 Koja je jaqina veze?
4 Koji je tip veze?

odgovori na pitaǌa:
1 zakǉuquje se na osnovu statistiqke znaqajnosti
2 mo�e da bude pozitivna i negativna
3 mo�e da bude: ne postoji veza, slaba veza, umerene

veza i jaka veza
4 mo�e biti linearna i nelinearna
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Procedure za testiraǌe veze izme�u
promenǉivih

1 korelaciona analiza
2 regresiona analiza
3 hi-kvadrat analiza

Napomena
1. i 2. se koriste za veze izme�u metriqkih
promenǉivih, a 3. za vezu izme�u kategorijskih
promenǉivih.
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Procedure za korelacionu analizu

stepen veze izme�u promenǉivih koje se
posmatraju se ispituje korelacionom analizom
mera korelacije se izra�ava koeficijentom
korelacije koji uzima vrednosti u intervalu
[−1, 1]

korelacija se mo�e podeliti prema:
1 smeru (pozitivna ili negativna)
2 broju posmatranih promenǉivih (prosta ili

vixestruka)
3 tipu veze (linearna ili nelinearna)

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

Diagram rasprxenosti

grafik koji prikazuje sve taqke uzorka (xi , yi )
dve numeriqke promenǉive
na osnovu ǌega mo�e se odrediti oblik, smer i
pribli�na jaqina veze izme�u posmatranih
obele�ja
ako su taqke rasprxene bez ikakvog pravila,
mo�emo zakǉuqiti da nema nikakve veze izme�u
promenǉivih
SPSS : Graphs ⇒ Legacy Dialogs ⇒ Scatter/Dot..., za
ispitivaǌe proste korelacije izabrati Simple
Scatterplot
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Koeficijent korelacije

1 Pirsonov koeficijent korelacije
2 Spirmanov koeficijent korelacije
3 Kendalov tau-b koeficijent korelacije
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Pirsonov koeficijent korelacije
koristi se za ispitivaǌe stepena linearne
veze izme�u dve numeriqke promenǉive sa
normalnom raspodelom

r =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√
n∑

i=1

(xi − x̄)2

√
n∑

i=1

(yi − ȳ)2

koeficijent determinacije: pokazuje koji je
deo varijanse jedne promenǉive objaxǌen
drugom promenǉivom

R2 = 1−

n∑
i=1

(yi − ŷi )
2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
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Tabela korelacija
1 vrednosti Pirsonovog koeficijenta

koeficijent korelacije svake promenǉive sa
samom sobom je uvek 1
korelacija izme�u promenǉivih X i Y je ista
kao izme�u Y i X

2 p−vrednost testa:
H0 : r = 0

H1 : r 6= 0 za dvostranu kritiqnu oblast
(Two − tailed), odnosno H1 : r > 0 ili H1 : r < 0 za
jednostranu kritiqnu oblast (One − tailed)

test statistika: t = r
√

n−2
1−r2

: tn−2 pri H0

3 zvezdice su definisane legendom ispod tabele (jedna
zvezdica oznaqava da je korelacija statistiqki znaqajna
uz mogunost grexke od 0.05, a dve uz mogu�nost grexke
od 0.01)
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Sum of Cross-products:
n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

Sum of Squares:
n∑

i=1

(xi − x̄)2

Covariance:

n∑
i=1

(xi−x̄)(yi−ȳ)

n−1
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⇒visoka pozitivna korelacija

Sig .(2− tailed) pokazuje sa koliko povereǌa treba prihvatiti
dobijene rezultate (ne govori o jaqini veze)
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Spirmanov koeficijent korelacije

koristi se kada nije ispuǌeni bar jedan uslovi za
primenu Pirsonovog koeficijenta korelacije

X ili Y nema normalnu raspodelu
X ili Y su merene ordinalnom skalom
uzorak je mali
veza izme�u X i Y nije linearna

ǌegova vrednost ne zavisi od numeriqkih vrednosti
promenǉivih ve� od ǌihovih relativnih odnosa
(rangova)
neparametarski je jer ne pretpostavǉa raspodelu
promenǉivih X i Y

ρ = 1−
6

n∑
i=1

d2

i

n(n2 − 1)

gde je di razlika izme�u rangova dva elementa
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⇒visoka pozitivna korelacija

Testira se hipoteza H0 : ρ = 0 na isti naqin kao
kod Pirsonovog koeficijenta
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Kendalov tau-b koeficijent korelacije
ako se u uzorku javǉa puno jednakih vrednosti (jednaki
rangovi) Spirmanov koeficijent postaje veliki
u tom sluqaju po�eǉno je koristiti Kendalov tau-b
koeficijent koji tako�e upore�uje rangove
neparametarska statistika
najqex�e ima maǌu vrednost nego Spirmanov
koeficijent

τ =
S

1

2
n(n − 1)

gde je S = broj saglasnih parova− broj nesaglasnih parova

Par (xi , yi ) i (xj , yj ) je saglasan ako va�i xi > xj i yi > yj ili xi < xj i
yi < yj

Par (xi , yi ) i (xj , yj ) je nesaglasan ako va�i xi > xj i yi < yj ili xi < xj i
yi > yj

Par (xi , yi ) i (xj , yj ) je vezan ako va�i xi = xj ili yi = yj
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⇒umerena do jaka pozitivna korelacija

Testira se hipoteza H0 : τ = 0 na isti naqin kao
kod Pirsonovog koeficijenta
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Parcijalna korelacija

predstavǉa korelaciju izme�u dve promenǉive
nakon uklaǌaǌa uticaja tre�e promenǉive ili
vixe drugih promenǉivih
omogu�ava da se otkrije pravi odnos izme�u
posmatranih pojava
najqex�e se primeǌuje na male modele od tri
do pet promenǉivih
ako su ρ12, ρ13, ρ23 koeficijenti korelacija
izme�u promenǉivih X i Y , X i Z i izme�u Y i
Z , parcijalni koeficijent korelacije izmeu X
i Y bez uticaja Z raquna se na slede�i naqin:

ρ12 − ρ13ρ23√
(1− ρ213)(1− ρ223)
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Procedure za regresionu analizu

jedna od najkorix�enijih statistiqkih tehnika
procedura za analizu veze izme�u numeriqke
zavisne promenǉive i jedne ili vixe
nezavisnih promenǉivih, koje su po pravilu
tako�e numeriqke
podela regresije:

1 prosta (jedna nezavisna promenǉiva)
linearna
nelinearna

2 vixestruka (vixe nezavisnih promenǉivih)
linearna
nelinearna
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Ciǉevi regresione analize

ispitivaǌe da li nezavisna promenǉiva
(nezavisne promenǉive) objaxǌava znaxajni
deo varijabiliteta zavisne promenǉive, tj. da
li postoji veza
odre�ivaǌe koji deo varijabiliteta zavisne
promenǉive mo�e biti objaxǌen nezavisnim
promenǉivim, tj. jaqina veze.
odre�ivaǌe strukture veze
predvi�aǌe vrednosti zavisne promenǉive
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Vixestruki linearni regresioni model

vixestruki - ima vixe nezavisnih
promenǉivih X

linearni - regresiona funkcija je linearna po
koeficijentima β
regresioni - koristi se regresiona funkcija
kao najboǉe predvi�aǌe za Y na osnovu
Xi , i = 1, ..., n

Y = β0 + β1X1 + ... + βpXp + ε

Y zavisna promenǉiva

Xi i−ta nezavisna promenǉiva

β0, β1, ..., βp nepoznati parametri koje treba oceniti

ε grexka mereǌa, tj. rezidual
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Pretpostavke za primenu vixestruki
linearni regresioni model

opservacije su nezavisne
grexka ima normalnu raspodelu sa oqekivaǌem
0 i konstantnom disperzijom
(homoskedastiqnost)
grexke su me�usobno nekorelisane
nezavisne promenǉive ne smeju biti savrxeno
korelisane
broj podataka u uzorku je znaqajno ve�i od
broja parametara koji se oceǌuju
mora postojati linearna zavisnost izme�u
zavisne i bilo koje nezavisne promenǉive, ili
grupe istih
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ve�ina pretpostavki se mo�e ispitati
primerom odgovaraju�ih opcija u proceduri za
regresionu analizu
vixestruki regresioni model je osetǉiv na
prisustvo netipiqnih taqaka
one se mogu otkriti u preliminarnoj analizi
ili na dijagramu standardizovanih rezuiduala
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Vrste vixestrukog regresionog modela

standardna sve nezavisne promenǉive se unose istovremeno
u model

hijerarhijska istra�ivaq sam zadaje kojim redosledom se
nezavisne promenǉive ukǉuquju u model; oceǌuje
se doprinos svake promenǉive predikciji
zavisne promenǉive tako xto se uklonio uticaj
svih zavisnih promenǉivih koje su prethodno
uxle u model i oceǌuje se sposobnost celog
modela da predvidi zavisnu promenǉivu, kao i
relativni doprinos svakog bloka promenǉivih

postepena na osnovu statistiqkih kriterijuma program
odluquje koje promenǉive i kojim redosledom se
ukǉuquju u model; prva promenǉiva koja se
unosi u model je ona koja ima najve�i
koeficijent korelacije sa zavisnom
promenǉivom
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Vixestruki regresioni model u SPSS-u

Enter standardna linearna regresija

Remove iskǉuqivaǌe jedne ili vixe nezavisnih
promenǉivih iz standardnog modela (obrnuto od
Enter)

Forward postepeno ukǉuqivaǌe promenǉivih u model na
osnovu p−vrednosti F−testa

Backward iz modela sa svim nezavisnim promenǉivim se
izbacuju jedna po jedna promenǉiva na osnovu
p−vrednosti F−testa

Stepwise postepeno se dodaju promenǉive u model, pri
qemu se u svakom koraku proverava p−vrednost
F−testa

Hijerarhijska regresija se dobija preko standardne regresije grupisaǌem

nezavisnih promenǉivih u vixe slojeva (next).
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Analyze⇒Regression⇒Linear...

http://www.ats.ucla.edu/stat/spss/webbooks/reg/chapter2/spssreg2.htm
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koeficijent korelacije (R) pokazuje linearnu korelaciju
izme�u vrednosti zavisne promenǉive i
regresiom predvi�ene vrednosti

koeficijent determinacije (R2) meri jaqinu veze izme�u
zavisne i nezavisnih promenǉivih i predstavǉa
proporciju ukupnog varijabiliteta zavisne
promenǉive koja se objaxǌava varijacijama
nezavisnih promenǉivih: R2 = objasnjeni varijavilitet

ukupan varijabilitet

korigovani koeficijent determinacije koeficijent
determinacije korigovan prema broju nezavisnih
promenǉivih i veliqini uzorka:
R̂2 = 1− N−1

N−k−1
(1− R2), N veliqina uzorka, k broj

nezavisnih promenǉivih

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

F-test koristi se za testiraǌe statistiqke
zanqajnosti celokupnog regresionog
modela

H0 : R2 = 0⇔ H0 : β0 = β1 = · · · = βp = 0

H1 : R2 6= 0⇔ H1 : nisu svi βi = 0

test statistika:

F =
R2/k

(1− R2)/(N − k − 1)
: Fk,N−k−1
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regresioni koeficijenti B oceǌene vrednosti regresionih
parametara

standardizovani regresioni koeficijenti β koeficijenti
dobijeni na osnovu standardizovanih podataka
βi = Bi

si

sy
; prikazuju stvarni uticaj nezavisnih

promenǉivih
t-test testira hipotezu da su regresioni parametri

(svaki pojedinaqno) razliqiti od 0:
H0 : βi = 0

H1 : βi 6= 0

test statitika: t = B
sB

: tN−k−1
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Dodatne mogu�nosti

regresioni koeficijenti,
intervali povereǌa za
koeficijente, kovariaciona
matrica koeficijenata

deskriptivne mere,
koeficijent determinacije,
parcijalni i semi-parcijalni
koeficijent korelacije,
statistike
multikolinearnosti

Durban-Votsonova statistika,
netipiqni reziduali,
netipiqne taqke
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Visoka korelisanih nezavisnih promenǉivih uzrokuje bespotrebno
ukǉuqivaǌe nekih promenǉivih i ote�ava izraqunavaǌe koeficijenata.
Tolerancei = 1− R2

i varijansa promenǉive koja nije vezana za druge
nezavisne promenǉive; xo je bli�a 1 to je slabija
korelisanost sa drugim promenǉivim

VIFi = 1

1−R2

i
faktor porasta varijanse; xto je bli�e 1 to je maǌa
multikolinearnost

Condition Index ako je velika vrednost (> 15) onda je visoka me�uzavisnost
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Durban-Voconov test je test serijske korelacije
(nezavisnost grexaka predvi�aǌa).

0 <= d < 1.3 pozitivna autokorelacija reziduala

1.3 <= d < 1.7 pozitivna autokorelacija koja mo�e da bude
problem

1.7 <= d < 2.3 nema autokorelacije

2.3 <= d < 2.7 negativna autokorelacija koja mo�e da bude
problem

2.7 <= d <= 4 negativna autokorelacija reziduala
Ako postoji autokorelacija, ocene koeficijenata nisu
efikasne i javǉaju se grexke.
http://www.math.nsysu.edu.tw/ lomn/homepage/class/92/DurbinWatsonTest.pdf
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Plot

dijagram rasprxenosti
y = ZRESID, x = ZPRED
prikazuje ispuǌenost
pretpostavki o normalnosti,
linearnosti i
homoskedastiqnosti reziduala

parcijalni regresioni dijagrami i dijagrami
standardizovanih reziduala

DEPENDNT zavisna promenǉiva

*ZPRED standardizovana predvi�ena
vrednost zavisne promenǉive

*ZRESID standardizovani reziduali

*DRESID ”izbrisani” reziduali, za
sluqaj kada su iskǉuqeni iz
raquna za regresiju

*ADJPRED korigovane predvi�ene
vrednosti, predvi�ene
vrednosti za sluqaj kada su
reziduali iskǉuqeni iz
raquna za regresiju

*SRESID reziduali na osnovu
studentove raspodele

*SDRESID ”izbrisani” reziduali na
osnovu studentove raspodele
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Procedure za hi-kvadrat analizu

Save

opcije za kontrolu
oblika u kom �e
biti prikazane
predvi�ene
vrednosti,
reziduali,
rastojaǌa, bitne
statistike i
intervali
predvi�aǌa
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Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

predvi�ene vrednosti
reziduali:
Unstandardized razlika vrednost zavisne promenǉive i ǌegove

predvi�ena vrednosti
Standardized reziduali podeǉeni procenom ǌihove standardne

grexke
Studentized reziduali podeǉeni procenom ǌihove standardne

grexke koja varira od sluqaja do sluqaja, na osnovu
rastojaǌa posmatrane vrednosti nezavisne promenǉive
od ǌene sredǌe vrednosti

Deleted reziduali, kod kojih su vrednosti nekog sluqaja
iskǉuqene iz raquna koeficijenata regresije

Studentized deleted ”izbrisani” reziduali podeǉeni procenom ǌihove
standardne grexke

mereǌe udaǉenosti:
Mahalanobis mera razlike posmatrane vrednosti od proseqne

vrednosti qitave zavisne promenǉive
Cook mera koliko �e se reziduali svih vrednosti promeniti

ako se posmatrana vrednost iskǉuqi iz raquna
Leverage Values mera koliko mnogo posmatrana vrednost utiqe na

fitovaǌe regresionog model
intervali poveraǌa za predvi�ene vrednosti
Influence Statistics
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Kategorijske promenǉive u regresiji

ako je nezavisna promenǉiva kategorijska
treba formirati vextaqke promenǉive
ako promenǉive ima k kategorija, onda se
formira k − 1 promenǉiva

Na primer:

kategorije 1 2 3 4
promenǉiva I 0 1 0 0
promenǉiva II 0 0 1 0
promenǉiva III 0 0 0 1
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Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

Naruxenost pretpostavki regresije

Ako su pretpostavke naruxene, mo�e se uraditi
nexto od slede�eg:

transformacije promenǉivih
promena pojedinaqnih vrednosti
izbacivaǌe pojedinaqnih vrednosti
...
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Procedure za hi-kvadrat analizu

Procedure za hi-kvadrat analizu

analiza kategorijskih obele�ja
Hi-kvadrat test:

neparametarski test
1 test frekvencija (kasnije �e biti reqi o ǌemu)
2 test nezavisnosti

u hi-kvadrat analizi se koristi:
1 tabela frekvencija
2 unakrsno tabeliraǌe
3 hi-kvadrat test nezavisnosti

Napomena
U Pirsonovom Hi-kvadrat testu (i svim ǌegovim
varijantama) obim uzorka treba da bude veliki, bar toliko
da se obezbedi da oqekivane frekvencije u svim klasama budu
ve�e od 5.
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Analyze -> Descriptive Statistics -> Crosstabs...
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Hi-kvadrat test nezavisnosti

ispitivaǌe da li su dva obele�ja X i Y
nezavisna
H0 : FX ,Y = FXFY

H1 : FX ,Y 6= FXFY

odgovor treba dati na osnovu
dvodimenzionalnog prostog uzorka obima
n : (xi , yi ), i = 1, 2, , n
podaci se daju u tabeli kontigencije sa r
kategorija obele�ja X i s kategorija po
vrednostima obele�ja Y
nij je broj pojavǉivaǌa para (xi , yi ) u uzorku
test statistike:
T =

r∑
i=1

s∑
j=1

(nnij−n(xi )n(yj ))2

nn(xi )n(yj )
: χ2

(r−1)(s−1) pri H0
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Nakon prekodiraǌa:
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Jaqina veze

hi-kvadrat testom se utvr�uje da li postoji
ili ne veza izme�u promenǉivih
ako se zakǉuqi da postoji veza (odbaci se H0)
kako odrediti jaqinu veze?

1 koeficijent kontigencije
2 Kramerov V koeficijent
3 Fi-koeficijent

⇒umerena veza
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Sadr�aj

1 Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Procedure za korelacionu analizu
Procedure za regresionu analizu
Procedure za hi-kvadrat analizu

2 Primeri
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Primer 1

Da li postoji veza (korelacija) izme�u
promenǉivih ppslata i splata? Da li se jaqina veze
promeni ako se iskǉuqi uticaj promenǉive pol?

Analyze⇒ Correlate⇒ Bivariate...

Analyze⇒ Correlate⇒ Partial...
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Primer 1

Da li postoji veza (korelacija) izme�u
promenǉivih ppslata i splata? Da li se jaqina veze
promeni ako se iskǉuqi uticaj promenǉive pol?

Analyze⇒ Correlate⇒ Bivariate...

Analyze⇒ Correlate⇒ Partial...

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Primer 2

Da li su pol i kategorija posla povezani? Ako je
odgovor potvrdan, odrediti jaqinu te veze?

Analyze⇒ Descriptive Statistics⇒ Crosstabs...
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Primer 2

Da li su pol i kategorija posla povezani? Ako je
odgovor potvrdan, odrediti jaqinu te veze?

Analyze⇒ Descriptive Statistics⇒ Crosstabs...
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Primer 3

Na�i najboǉi model za odre�ivaǌe vrednosti
poqetne plate preko ostalih promenǉivih.

Analyze⇒ Regression⇒ Linear...
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Analyze⇒ Regression⇒ Linear...

Marija Radiqevi� Statistiqki softver 4



Procedure za testiraǌe veze izme�u promenǉivih
Primeri

Hvala na pa�ǌi!
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