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Pitaǌe 1. Formulisati Borel-Kantelijevu lemu. (2 poena)

Odgovor

Neka je An proizvoǉan niz doga�aja definisanih na istom prostoru verovatno�a. Definiximo

doga�aj lim sup
n→∞

An =

∞⋂
n=0

∞⋃
k=n

Ak. Borel-Kantelijeva lema glasi:

a) Ako je
∞∑
n=0

P (An) < +∞, onda je P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 0.

b) Ako je
∞∑
n=0

P (An) = +∞ i ako su doga�aji An nezavisni, onda je P
(

lim sup
n→∞

An

)
= 1.

Pitaǌe 2. Definisati empirijsku funkciju raspodele i odrediti je ako je dat uzorak obima deset:
22, 17, 19, 15, 22, 17, 20, 17, 22, 15. (3 poena)

Odgovor

Empirijska funkcija raspodele je funkcija Fε : R → [0, 1] koja u svakoj taqki t ∈ R uzima vrednost
koliqnika broja elemenata uzorka koji nisu ve�i od t i obima uzorka.

Drugim reqima, Fε(t) =
kt
n
, gde je kt broj elemenata uzorka koji nisu ve�i od t ∈ R, a n obim uzorka.

U sluqaju zadatog uzorka:

Fε(t) =



0 , t < 15
2/10 , t ∈ [15, 17)
5/10 , t ∈ [17, 19)
6/10 , t ∈ [19, 20)
7/10 , t ∈ [20, 22)

1 , t ≥ 22

.

Zadatak 1. Obele�je X ima raspodelu
(
−2 0 2
θ
4 1− θ

2
θ
4

)
, gde je θ ∈ [0, 2]. Odrediti ocenu nepoznatog

parametra θ metodom maksimalne verodostojnosti na osnovu uzorka obima n ∈ N. (2 poena)

Rexeǌe

Neka je k broj elemenata uzorka koji su jednaki 0 (k ∈ {0, 1, . . . , n}). Tada je L(θ) =

(
θ

4

)n−k(
1− θ

2

)k
,

odnosno lnL(θ) = (n − k) · ln θ
4

+ k · ln
(

1− θ

2

)
. Daǉe je (lnL(θ))

′
= (n − k) · 1

θ
− k · 1

2− θ
i treba rexiti

jednaqinu (lnL(θ))
′

= 0, odnosno (n− k) · (2− θ) = k · θ.

Odatle je: 2 · (n− k) = n · θ, odnosno θ̂n = 2 · n− k
n

= 2− 2k

n
.



Zadatak 2. Obele�je X ima pomerenu eksponencijalnu ε(1, θ) raspodelu (θ ∈ R) sa gustinom

f(t) = e−(t−θ), t ≥ θ.

Ispitati nepristrasnost ocene θ̂n = min{X1, ..., Xn} za nepoznati parametar θ. (3 poena)

Rexeǌe

Da bismo ispitali nepristrasnost ocene, moramo izraqunati ǌeno oqekivaǌe. Radi lakxeg zapisa,
oznaqimo sa Y = min{X1, ..., Xn}.

FY (t) = P{Y ≤ t} = P {min{X1, ..., Xn} ≤ t} = 1 − P {min{X1, ..., Xn} > t} = 1 − (P{X1 > t})n = 1 −
(1− P{X1 ≤ t})n = 1− (1− FX(t))

n, za t ≥ θ.

fY (t) = n · (1− FX(t))
n−1 · fX(t), za t ≥ θ.

FY (t) =

t∫
θ

e−(u−θ) du = − e−(u−θ)
∣∣∣t=u
θ=u

= −
(
e−(t−θ) − 1

)
= 1− e−(t−θ), za t ≥ θ.

fY (t) = n · e−(n−1)·(t−θ) · e−(t−θ) = n · e−n(t−θ), za t ≥ θ.

E(Y ) =

+∞∫
θ

t · n · e−n(t−θ) dt = n ·
+∞∫
0

(u+ θ) · e−nu du =

+∞∫
0

( v
n

+ θ
)
· e−v dv =

1

n
·

+∞∫
0

v · e−v dv + θ ·
+∞∫
0

e−v dv

Sada se mo�e zakǉuqiti: E
(
θ̂n

)
=

1

n
· Γ(2) + θ · Γ(1) =

1

n
+ θ.

Samim tim, ocena θ̂n nije nepristrasna, ali jeste asimptotski nepristrasna.

Zadatak 3. Neka je Xn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa eksponencijalnom ε(1) raspodelom i neka
je Yn = 1

nαXn
, gde je n = 1, 2, ... , a α > 0. Ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza Yn. (4 poena)

Rexeǌe
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