
Odabrana poglav	a geometrije B
Primena kompleksnih brojeva u euklidskoj geometriji

Tvr�e�a i zadaci za usmeni ispit

1. (a) Dokazati da se sve kru�nice kompleksne ravni mogu opisati jednaqinom

zz +Az +Az +B = 0, A ∈ C, B ∈ R, |A|2 −B > 0.

(b) Neka se A i B dve razne taqke i k > 0, k 6= 1, dati realan broj. Dokazati da je skup taqaka M qiji je odnos
rastoja�a od datih taqaka A i B jednak k jedna kru�nica i odrediti centar i polupreqnik. Ovaj krug se
naziva Apolonijev krug.

(v) Ukoliko je k = 1, posmatrani skup je simetrala du�i AB. Odrediti �enu jednaqinu.

2. (a) Dokazati da se jednaqina svake prave kroz datu taqku z0 u kompleksnoj ravni mo�e predstaviti na jedinstven
naqin u obliku z − z0 = η(z − z0), η ∈ C, |η| = 1. Broj η naziva se kompleksni gradijent, tj. kompleksni
koeficijent pravca prave, pri qemu va�i η = cos θ+ i sin θ, gde je θ dvostruko ve�i ugao od orijentisanog ugla
koji ta prava zaklapa sa pozitivnim delom realne ose.

(b) Dokazati da je jednaqina prave kroz taqke z0, z1 data sa z−z0 = z1−z0
z1−z0 (z−z0), pri qemu je

z1−z0
z1−z0 kompleksni broj

jediniqnog modula i argumenta koji je duplo ve�i od argumenta kompleksnog broja z1 − z0. Specijalno, prave
AB i CD su paralelne akko je a−b

c−d realan broj razliqit od nule, a normalne akko je a−b
c−d qisto imaginaran

broj razliqit od nule.

(v) Dokazati da se svaka prava u kompleksnoj ravni mo�e zapisati u obliku

Az +Az +B = 0, A ∈ C\{0}, B ∈ R.

(g) Dokazati da su podno�je normale z′0 iz date taqke z0, simetriqna taqka z1 i �eno rastoja�e d od prave date
u prethodnom obliku dati formulama

z′0 =
Az0 −Az0 −B

2A
, z1 = −Az0 +B

A
, d =

|Az0 +Az0 +B|
2|A|

.

3. (a) Dokazati da su qetiri razliqite taqke A,B,C,D kocikliqne ili kolinearne akko je dvorazmera

[abcd] =
c− b
c− a

:
d− b
d− a

=
(c− b)(d− a)
(c− a)(d− b)

realan broj razliqit od nule.

(b) Dokazati da u svakom qetvorouglu ABCD va�i nejednakost AC ·BD 6 AB ·CD+AD ·BC, pri qemu jednakost
va�i ako i samo ako su taqke A,B,C,D na pravoj ili kru�nici i taqke A i C, odnosno B i D nisu susedne.
Ova nejednakost je u literaturi poznata kao Ptolomejeva nejednakost, a sluqaj jednakosti se qesto naziva
Ptolomejeva teorema.

4. (a) Dokazati da su trouglovi ABC i PQR sliqni i isto orijentisani akko je c−a
b−a = r−p

q−p = σ, odnosno ar+bp+cq =

aq + br + cp, a suprotno orijentisani akko je c−a
b−a = r−p

q−p = σ, odnosno ar + bp+ cq = aq + br + cp. Specijalno,

trouglovi su podudarni akko je |σ| = 1, σ 6= ±1.
(b) Dokazati da je trougao ABC jednakostraniqan akko je a2 + b2 + c2 = ab + bc + ca, pri qemu je i pozitivno

orijentisan akko je a+ bω + cω2 = 0, a negativno orijentisan akko je aω2 + bω + c = 0, gde je ω = − 1
2 +

√
3
2 i.

5. Neka je ABC proizvo	an trougao.

(a) Dokazati da se te�ixne du�i trougla seku u taqki T koja ima koordinate t = a+b+c
3 i deli svaku od �ih u

razmeri 2:1, raqunato od temena trougla.

(b) Dokazati da je centar opisane kru�nice O datog trougla ima koordinate

o =
aa(c− b) + bb(a− c) + cc(b− a)
ab+ bc+ ca− ab− bc− ca

.

(v) Ukoliko je kordinatni poqetak u centru opisane kru�nice trougla, dokazati da ortocentarH ima koordinate

h = a + b + c. Specijalno, pokazati da va�i
−−→
HT = 2

−→
TO, tj. h + 2o = 3t i kao posledicu izvesti formulu za

koordinate ortocentra ukoliko je koordinatni poqetak proizvo	na taqka. Prava odre�ena taqkama H,T,O
naziva se Ojlerova prava trougla (koji nije jednakostraniqan).



6. (a) Neka taqke A,B,C,D pripadaju jediniqnoj kru�nici kompleksne ravni sa centrom u koordinatnom poqetku.
Dokazati da se prave odre�ene tetivama AB i CD seku akko je ab 6= cd, kao i da preseqna taqka ima koordinate
ab(c+d)−cd(a+b)

ab−cd .

(b) Dokazati da koordinate podno�ja normale iz proizvo	ne taqke P na pravu odre�enu tetivom AB ima koor-
dinate 1

2 (a+ b+ p− abp).
(v) Dokazati da za proizvo	an trougaoABC va�i da sredixta ivica, podno�ja visina i sredixta du�iAH,BH,CH

odre�enih temenima trougla i ortocentrom pripadaju kru�nici qiji je centar E sredixte du�i OH, a
polupreqnik jednak polovini polupreqnika opisane kru�nice. Ovaj krug se naziva Ojlerov krug ili krug
devet taqaka.

7. Neka upisani krug trougla ABC dodiruje du�i BC,CA,AB u taqkama P,Q,R. Pretpostavimo da je taj krug
jediniqni, sa centrom u koordinatnom poqetku.

(a) Dokazati da su koordinate temena trougla date sa a = 2qr
q+r , b =

2pr
p+r , c =

2pq
p+q .

(b) Dokazati da su koordinate centra opisane kru�nice i ortocentra trougla ABC date sa

o =
2pqr(p+ q + r)

(p+ q)(q + r)(p+ r)
, h =

2(p2q2 + q2r2 + r2p2 + pqr(p+ q + r))

(p+ q)(q + r)(p+ r)
.

8. Dokazati da su koordinate centra opisane kru�nice i ortocentra trougla OAB kompleksne ravni (O je koordi-
natni poqetak) dati sa

o =
ab(a− b)
ab− ab

, h =
(ab+ ab)(a− b)

ab− ab
.

9. (a) Dokazati da je povrxina orijentisanog trougla ABC data formulom i
4 (ab+ bc+ ca− ab− bc− ca).

(b) Dokazati da su povrxine P1 orijentisanog trougla ABC, odnosno P2 qetvorougla ABCD, upisanih u jediniqnu
kru�nicu sa centrom u koordinatnom poqetku date formulama

P1 =
i

4

(a− b)(b− c)(c− a)
abc

, P2 =
1

4i

(a− c)(b− d)(ac− bd)
abcd

.

(v) Dokazati da u proizvo	nom trouglu ABC va�i formula 4RP = AB ·BC · CA, gde je R polupreqnik opisane
kru�nice, a P povrxina.

10. (a) Dokazati da je proizvod svih stranica i svih dijagonala pravilnog n−tougla upisanog u kru�nicu polupreq-
nika R jednak n

n
2 ·R

n(n−1)
2 .

(b) Dokazati da va�e identiteti

sin
π

n
· sin 2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
=

n

2n−1
, sin

π

2n
· sin 3π

2n
· · · sin (2n− 1)π

2n
=

1

2n−1
.

Zadaci za pismeni ispit

1. (a) Sa iste strane du�i PQ konstruisani su me�usobno sliqni i isto orijentisani trouglovi KPQ, QLP , PQM
(podrazumevamo da je redosled temena odgovaraju�i). Dokazati da je trougao KLM tako�e sliqan i isto
orijentisan sa konstruisanim trouglovima.

(b) Dat je paralelogram ABCD. Nad �egovim stranicama CD i CB konstruisani su sliqni i isto orijentisani
trouglovi CDE i FBC. Dokazati da je trougao FAE tako�e sliqan i isto orijentisan kao i konstruisani
trouglovi.

2. Nad stranicama AB, BC, CD, DA qetvorougla ABCD u �egovoj spo	ax�osti konstruisani su kvadrati qiji su
centri taqke O1, O2, O3, O4. Oznaqimo sa E, F , G, H sredixta du�i O1O3, BD, O2O4, AC.

(a) Dokazati da su du�i O1O3 i O2O4 me�usobno normalne i podudarne.

(b) Dokazati da je qetvorougao EFGH kvadrat.

3. Nad stranicama AB, BC, CD, DA qetvorougla ABCD u �egovoj spo	ax�osti konstruisani su jednakostraniqni
trouglovi ABA1, BCB1, CDC1, DAD1, qiji su centri taqke O1, O2, O3, O4. Oznaqimo sa P , Q, R sredixta du�i
B1C1, C1D1, AB, redom.

(a) Dokazati da je trougao PQR jednakostraniqan.

(b) Ukoliko dodatno va�i jednakost AC = BD, dokazati da su prave O1O3 i O2O4 normalne me�usobno.

4. (a) Dokazati da taqke simetriqne ortocentru u odnosu na prave odre�ene stranicama trougla le�e na opisanoj
kru�nici trougla.



(b) Dokazati da taqke simetriqne ortocentru u odnosu na sredixta stranica predstav	aju dijametralno suprotne
taqke na opisanoj kru�nici u odnosu na temena trougla.

(v) Odrediti centar i koeficijent dve homotetije kojima se opisani krug datog trougla slika na Ojlerov krug.

5. U trouglu ABC (AB < AC) taqke A′, B′, C ′ su podno�ja visina. Oznaqimo sa M i N podno�ja normala iz A′ na
stranice AB, AC, redom.

(a) Pokazati da rastoja�e MN ne zavisi od izbora visine trougla (tj. da odgovaraju�a du� dobijena polaze�i
od taqke B′, odnosno C ′ ima istu du�inu kao MN).

(b) Neka su M ′, N ′ taqke simetriqne sa A′ u odnosu na prave AB i AC redom. Dokazati da su taqke B′, C ′,M ′, N ′

kolinearne.

(v) Neka je D presek pravih B′C ′ i BC, a A1 sredixte stranice BC. Dokazati da va�i H(B,C;A′, D), kao i da
su prave DH i AA1 normalne, gde je H ortocentar trougla ABC.

(g) Neka je P presek prave kroz A′ koja je normalna na OA′ (O je centar opisane kru�nice) i du�i AB. Dokazati
da va�i ]A′HP = ]ABC.

6. (a) Oznaqimo sa A1, B1, C1 taqke u kojima tangente opisane kru�nice trougla ABC seku prave BC, CA, AB, re-
dom. Izraqunati odnose u kojima taqke A1, B1, C1 dele (spo	a) stranice trougla i dokazati da su kolinearne.

(b) Oznaqimo sa A′1 taqku pravu AB takvu da va�i H(B,C;A1, A
′
1). Dokazati da je prava AA

′
1 simetriqna te�ix-

noj du�i trougla ABC iz temena A u odnosu na simetralu unutrax�eg ugla iz temena A.

(v) Oznaqimo sa A2, B2, C2 taqke u kojima tangente opisane kru�nice trougla ABC seku sred�e linije trougla
paralelne stranicama BC,CA,AB, redom. Dokazati da su ove taqke kolinearne, kao i da je prava �ima
odre�ena normalna na Ojlerovu pravu trougla ABC.

7. Neka je D proizvo	na taqka na kru�nici opisanoj oko trougla ABC, a A′, B′, C ′ podno�ja normala iz taqke D
na pravama BC, AC, AB redom.

(a) Dokazati da su taqke A′, B′, C ′ kolinearne. Prava odre�ena �ima zove se Simsonova prava taqke D u odnosu
na trougao ABC.

(b) Dokazati da Simsonova prava taqkeD polovi du�HD, gde jeH ortocentar trougla ABC, kao i da je paralelna
pravama AA′′, BB′′, CC ′′, gde su A′′, B′′, C ′′ druge taqke preseka opisane kru�nice trougla i pravih DA′,
DB′, DC ′.

(v) Dokazati da presek Simsonovih pravih taqke A u odnosu na trougao BCD i taqke B u odnosu na trougao ACD
pripada pravoj odre�enoj taqkom C i ortocentrom trougla ABD.

(g) Dokazati da se Simsonove prave taqaka A,B,C,D u odnosu na trouglove BCD, ACD, ABD, ABC seku u jednoj
taqki. Ukoliko oznaqimo tu taqku sa P , odrediti geometrijsko mesto taqaka P kada se taqka D xeta po
opisanoj kru�nici trougla ABC.

(d) Ukoliko je E tako�e taqka sa kru�nice opisane oko trougla ABC, dokazati da je ugao izme�u Simsonovih
pravih taqaka D i E u odnosu na trougao ABC jednak polovini centralnog ugla tetive DE.

8. Neka je ABCD tetivni qetvorougao. Oznaqimo sa HA, HB , HC , HD redom ortocentre trouglova BCD, ACD, ABD,
ABC; sa TA, TB , TC , TD �ihova te�ixta i sa EA, EB , EC , ED centre �ihovih Ojlerovih krugova.

(a) Dokazati da se normale iz sredixta stranica qetvorougla na pravu odre�enu naspramnom stranicom seku u
jednoj taqki. Oznaqimo tu taqku sa E. U literaturi je �en najqe71i naziv anticentar qetvorougla ABCD.

(b) Neka je T te�ixte qetvorougla ABCD, a O centar opisane kru�nice. Dokazati da je
−→
OT = 1

2

−−→
OE, tj. da je T

sredixte du�i OE.

(v) Dokazati da je T ujedno i te�ixte qetvorougla TATBTCTD, kao i da se homotetijom sa centrom T i koefici-
jentom − 1

4 qetvorougao ABCD slika na qetvorougao TATBTCTD. Specijalno, ovi qetvorouglovi su sliqni.

(g) Dokazati da se centralnom simetrijom u odnosu na taqku E qetvorougaoABCD slika na qetvorougaoHAHBHCHD.
Specijalno, ovi qetvorouglovi su podudarni.

(d) Dokazati da se Ojlerovi krugovi razmatranih trouglova seku u anticentru E, kao i da se homotetijom sa
centrom F i koeficijentom − 1

3 qetvorougao ABCD slika na qetvorougao EAEBECED, gde je F taqka za koju

va�i
−−→
OF = 2

3

−−→
OE. Specijalno, ovi qetvorouglovi su sliqni.

9. Upisani krug trougla ABC sa centrom S dodiruje stranice trougla BC,CA,AB redom u taqkama D,E, F .

(a) Neka je presek pravih EF i BC taqka P . Dokazati da su prave SP i AD normalne.

(b) Neka je presek pravih AS i EF taqka K, pravih DE i KC taqka L, a pravih DF i KB taqka M . Dokazati
da su prave LM i BC paralelne.

10. Dat je tangentni qetvorougao ABCD qiji upisani krug sa centrom S dodiruje stranice AB, BC, CD, AD redom
u taqkama M , N , P , Q.



(a) Dokazati da su sredixta dijagonala AC, BD i taqka S kolinearne.

(b) Dokazati da su prave AC, BD, MP , NQ konkurentne.

(c) Dokazati da su prave AC, MN , PQ konkurentne. Ukoliko je �ihov presek taqka K, dokazati da je KS ⊥ BD.

11. (a) Neka taqke A′, B′, C ′ pripadaju du�ima BC,CA,AB redom i neka je
−−→
BA′−−→
A′C

= p
n ,
−−→
CB′−−→
B′A

= m
p ,
−−→
AC′−−→
C′B

= n
m . Dokazati

da se du�i AA′, BB′, CC ′ seku u jednoj taqki koja ima koordinate ma+nb+pc
m+n+p .

(b) Dokazati da su kordinate centra upisanog i spo	a upisanih krugova date sa s = αa+βb+γc
α+β+γ , sa = −αa+βb+γc

−α+β+γ ,

sb =
αa−βb+γc
α−β+γ , sc =

αa+βb−γc
α+β−γ , gde su α, β, γ du�ine stranice BC,CA,AB trougla ABC.

(v) Ukoliko su O,S, SA redom centri opisanog i spo	a upisanih krugova trougla ABC, a R, r, ra �ihovi polupreq-
nici redom, dokazati da va�i jednakost OS2 = R2 − 2Rr, OS2

a = R2 + 2Rra.

12. (a) Neka je T te�ixte mnogougla A1A2 . . . An i M proizvo	na taqka. Dokazati da va�i jednakost

MA2
1 +MA2

2 + · · ·+MA2
n = nMT 2 + TA2

1 + TA2
2 + · · ·+ TA2

n.

(b) Neka je T te�ixte mnogougla A1A2 . . . An, λ1, λ2, . . . , λn realni skalari i M proizvo	na taqka. Dokazati da
va�i jednakost

λ1MA2
1 + λ2MA2

2 + · · ·+ λnMA2
n = (λ1 + λ2 + · · ·+ λn)MT 2 + λ1TA

2
1 + λ2TA

2
2 + · · ·+ λnTA

2
n.

(c) U trouglu ABC taqka O je centar opisane kru�nice, T je te�ixte i H je ortocentar. Dokazati da va�e
formule

OT 2 = R2 − 1

9
(AB2 +BC2 + CA2), OH2 = 9R2 − (AB2 +BC2 + CA2),

gde je R polupreqnik opisane kru�nice.

13. (a) Neka je A1A2 . . . An pravilan mnogougao qiji je centar taqka O i M proizvo	na taqka. Dokazati da je zbir
kvadrata rastoja�a taqke M do temena mnogougla jednak n(OM2 + R2), gde je R polupreqnik opisanog kruga
mnogougla. Specijalno, ukoliko je taqka M sa opisane kru�nice datog mnogougla, va�i da je zbir kvadrata
rastoja�a taqke M do temena mnogougla jednak 2nR2.

(b) Dokazati da je zbir kvadrata rastoja�a proizvo	ne taqkeM sa opisane kru�nice datog pravilnog 2n−tougla
A1A2 . . . A2n−1A2n do temena sa parnim indeksima jednak zbiru kvadrata rastoja�a do temena sa neparnim
indeksima.

(c) Neka su d1, d2, d2n−1, d2n rastoja�a proizvo	ne taqke M sa opisane kru�nice datog pravilnog 2n−tougla
A1A2 . . . A2n−1A2n do pravih odre�enih stranicama A1A2, A2A3, . . . , A2n−1A2n, A2nA1. Dokazati da je d1 ·
d3 · · · d2n−1 = d2 · d4 · · · d2n.

14. (a) Dokazati da za povrxinu orijentisanog konveksnog mnogougla A1A2 · · ·An va�i formula

1

2
Im(a1a2 + a2a3 + . . .+ an−1an + ana1).

(b) Neka su B1, B2, . . . , Bn sredixta stranica A1A2, A2A3, . . . , AnA1 konveksnog mnogougla A1A2 . . . An. Dokazati
da je povrxina mnogougla B1B2 . . . Bn ne ma�a od polovine povrxine mnogougla A1A2 . . . An.

15. (a) Izraziti povrxinu trougla qija su temena podno�ja visina trougla u funkciji du�ina stranica trougla.

(b) Dokazati da povrxina trougla qija su temena podno�ja normala spuxtenih iz proizvo	nog temena tetivnog
petougla na �egove stranice ne zavisi od izbora temena petougla.

16. U ravni su date dve kru�nice k1 i k2. Neka je A jedna �ihova preseqna taqka. Po kru�nicama se kre�u muve
M1 i M2 konstantnim brzinama, svaka uvek u istom smeru, tako da uvek prolaze kroz taqku A u istim momentima
vremena. Dokazati da postoji nepokretna taqka P u ravni kru�nica koja je u svakom trenutku podjednako uda	ena
od muva M1 i M2.


