
Odabrana poglav	a geometrije B
Afini i euklidski prostori, kvaternioni

Izometrije i sliqnosti euklidske ravni i euklidskog prostora

1. Odrediti formule slede�ih preslikava�a euklidske ravni:

(a) rotacija koja slika taqke (1, 2) i (
√
3+2
2 , 32 ) redom u taqke ( 3

2 ,
√
3+2
2 ) i (2, 1);

(b) klizaju�a refleksija koja slika taqke (0, 0) i (0, 1) redom u taqke (1, 1) i (2, 1);

(v) kompozicija homotetije sa centrom u taqki (2, 1) i koeficijentom 3 i refleksije u odnosu na pravu x+3y = 5;

(g) obe homotetije koje slikaju krug x2 + y2 = 1 na krug (x− 3)2 + (y − 1)2 = 3.

2. Dokazati da su preslikava�a data formulama u odnosu na ortonormirani reper Oe1e2 euklidske ravni izometrije
ili sliqnosti i odrediti �ihove osnovne komponente:

(a)
x′ = −x + 2,
y′ = −y − 4;

(b)
x′ = −3x,
y′ = 3y − 4;

(v)
x′ = − 5

13x − 12
13y − 14

13 ,
y′ = − 12

13x + 5
13y + 47

13 ;

(g)
x′ = 5x − 12y + 8,
y′ = 12x + 5y − 16.

3. Odrediti u kompleksnim koordinatama formule:

(a) rotacije oko taqke (2, 3) za ugao π
3 ;

(b) klizaju�e refleksije u odnosu na pravu y = x+ 3, kojom se taqka (1, 6) slika u taqku (5, 6).

4. (a) Dokazati da je preslikava�e dato formulom z′ = iz + (4 + 2i) u kompleksnim koordinatama izometrija i
odrediti joj osnovne komponente.

(b) Dokazati da je preslikava�e dato formulom z′ = 2(−1+
√

3i)z+(4−2i) u kompleksnim koordinatama sliqnost
i predstaviti ga kao kompoziciju neke translacije, homotetije i rotacije.

5. Euklidski prostor E3 je orijentisan svojim ortonormiranim reperom Oe. Odrediti formule:

(a) rotacije za ugao π
3 oko vektorske prave (kroz koordinatni poqetak O) koja je orijentisana svojim vektorom

pravca (1, 0, 1);

(b) zavojnog kreta�a qija je osa prava x−1
0 = y−1

1 = z−1
1 orijentisana svojim vektorom pravca, ugao rotacije − 3π

4
i vektor translacije (0,−2,−2);

(v) osnorotacione refleksije za ugao 2π
3 , qija je osnova ravan 2x−y+2z−3 = 0 i osa prava orijentisana vektorom

−→
SP , gde je P taqka (3, 0, 3) i S �en presek sa ravni osnove.

6. Euklidski prostor E3 je orijentisan svojim ortonormiranim reperom Oe. Dokazati da su slede�im formu-
lama u odnosu na taj reper odre�ene izometrije ili sliqnosti, odrediti osnovne komponente i skicirati puta�u
proizvo	ne taqke:

(a)
x′ = − 1

3x − 2
3y + 2

3z,
y′ = − 2

3x + 2
3y + 1

3z + 1,
z′ = 2

3x + 1
3y + 2

3z + 2;

(b)
x′ = −x − 2y + 2z + 1,
y′ = −2x + 2y + z + 1,
z′ = 2x + y + 2z;

(v)
x′ = 2

3x + 2
3y − 1

3z + 3,
y′ = − 1

3x + 2
3y + 2

3z + 1,
z′ = 2

3x − 1
3y + 2

3z + 8;

(g)
x′ = −4x − 8y + z + 14,
y′ = 4x − y + 8z + 6,
z′ = 7x − 4y − 4z − 8.

7. Neka je P proizvo	na taqka euklidskog prostora E3 i
−−→
OP = ~v = (v1, v2, v3) �en vektor polo�aja.

(a) Dokazati da se vektor ~v mo�e zarotirati do vektora kolinearnog sa vektorom pravca z−ose kompozicijom
dve rotacije: oko y−ose u negativnom smeru za ugao ϕ odre�en sa cosϕ = v3√

v21+v
2
3

, sinϕ = v1√
v21+v

2
3

(nakon qega se

dobija vektor ~v′ u yz−ravni) i rotacije oko x−ose u pozitivnom smeru za ugao ψ odre�en sa cosψ =

√
v21+v

2
3√

v21+v
2
2+v

2
3

,

sinψ = v2√
v21+v

2
2+v

2
3

. Primetimo da je ϕ ugao izme�u projekcije vektora ~v na xz−ravan i vektora pravca z−ose,

dok je ψ ugao izme�u vektora ~v′ dobijenog nakon prve rotacije od vektora ~v i vektora pravca z−ose. Primetimo
da ukoliko taqka P ve� pripada y−osi, potrebno je izostaviti prvu rotaciju oko y−ose.

(b) Ponoviti postupak iz dela (a) sa rotacijama redom: oko x−ose do xz−ravni, pa oko y−ose; oko z−ose do
xz−ravni, pa oko y−ose.



(v) Koriste�i rezultat iz dela (a), dokazati da je matrica rotacije za ugao α u pozitivnom smeru oko prave kroz

koordinatni poqetak i taqku P qiji je vektor pravca ~v =
−−→
OP jediniqni data sa v21 + (1− v21) cosα v1v2(1− cosα)− v3 sinα v1v3(1− cosα) + v2 sinα

v1v2(1− cosα) + v3 sinα v22 + (1− v22) cosα v2v3(1− cosα)− v1 sinα
v1v3(1− cosα)− v2 sinα v2v3(1− cosα) + v1 sinα v23 + (1− v23) cosα

 .

8. Neka je A matrica rotacije prostora E3, sa uoqenim ortonormiranim reperom Oe, e = [e1, e2, e3], u odnosu na osu
koja sadr�i taqku O i orijentisana je jediniqnim vektorom pravca ~v = v1e1 + v2e2 + v3e3, za orijentisani ugao α.

(a) Dokazati da je A = E +D sinα+D2(1− cosα), gde je D =

 0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0

 .

(b) Dokazati da va�e relacije trA = 1 + 2 cosα, A − AT = 2D sinα, pa na osnovu �ih, za datu matricu rotacije
A, odrediti jediniqni vektor pravca (do na znak) ose rotacije i odgovaraju�i ugao rotacije.

(v) Ukoliko vektor pravca ose ~v nije jediniqni, oznaqimo sa µ = |~v|
tg α

2
i λ = |~v|2 + µ2 = v21 + v22 + v23 + µ2, pri

qemu podrazumevamo da je µ = 0 za α = π. Dokazati da je tada matrica rotacije (tzv. Ojlerova matrica
pridru�ena realnom broju µ i vektoru ~v 6= 0)

1

λ

 µ2 + v21 − v22 − v23 2(v1v2 − v3µ) 2(v1v3 + v2µ)
2(v1v2 + v3µ) µ2 + v22 − v21 − v23 2(v2v3 − v1µ)
2(v1v3 − v2µ) 2(v2v3 + v1µ) µ2 + v23 − v21 − v22

 .

Primetimo da se dobijena matrica ne me�a ukoliko svaki od brojeva v1, v2, v3, µ pomno�imo istim skalarom
razliqitim od nule. Uporediti dobijenu matricu sa matricom dobijenom u delu (a), kao i sa matricom
dobijenom u prethodnom zadatku.

9. Neka je q jediniqni kvaternion razliqit od nule i Cq : H → H preslikava�e definisano sa Cq(p) = qpq−1

(konjugacija).

(a) Dokazati da su konjugacije Cq′ i Cq′′ ista preslikava�a akko je q
′ = ±q′′.

(b) Dokazati da je konjugacija izometrija prostora H, kao i prostora qistih kvaterniona ImH ∼= R3. Ukoliko
je q = [cos α2 , ~v sin α

2 ] i |~v| = 1, preslikava�e Cq je rotacija prostora R3 za ugao α oko jediniqnog vektora ~v u
pozitivnom smeru.

(v) Oznaqimo sa Rq : H→ H i Lq : H→ H redom desno i levo mno�e�e kvaternionom q, tj. Rq(p) = pq, Lq(p) = qp.
Dokazati da je Cq = Lq ◦ Rq = Rq ◦ Lq, pa na osnovu matrica levog i desnog mno�e�a u bazi e = [1, i, j, k]
dokazati da je matrica konjugacije Cq data sa

[Cq]e =


1 0 0 0
0 1− 2(y2 + z2) 2(xt− wz) 2(xz + yw)
0 2(xy + zw) 1− 2(x2 + z2) 2(yz − xw)
0 2(xz − yw) 2(yz + xw) 1− 2(x2 + y2)

 ,

gde je ~v = (v1, v2, v3) jediniqni vektor, q = w+ xi+ yj + zk = cos α2 + v1 sin α
2 i+ v2 sin α

2 j + v3 sin α
2 k. Uporediti

dobijenu matricu sa matricama dobijenim u prethodna dva zadatka.

(g) Ukoliko je ~v ⊥ p, dokazati da je Cq(p) = qpq−1 = q̃p, gde je q = cos α2 + v1 sin α
2 i + v2 sin α

2 j + v3 sin α
2 k, a

q̃ = cosα + v1 sinαi + v2 sinαj + v3 sinαk. Dakle, u ovom sluqaju je dovo	no jedno mno�e�e kvaterniona da
bismo odredili sliku date taqke pri vektorskoj rotaciji.

10. Koriste�i kvaternione odrediti sliku taqke (2, 0, 0) pri rotaciji euklidskog prostora E3:

(a) oko z−ose za ugao π, pa za ugao π
4 ;

(b) oko prave x
1 = y = z

1 za ugao π, pa za ugao π
2 .

11. Euklidski prostor E3 orijentisan je svojom kanonskom bazom Oe1e2e3. Odrediti matricu vektorske rotacije za
ugao π

2 oko prave orijentisane svojim vektorom c = (p, q, r). Posebno razmotriti sluqaj c = (1, 2, 2), koriste�i:

(a) rotacije oko koordinatnih osa;

(b) promenu baze;

(v) kvaternione.

12. Euklidski prostor E3 orijentisan je svojom kanonskom bazom Oe1e2e3. Dokazati da je datom matricom A odre�ena
jedna vektorska rotacija i odrediti �enu osu i odgovaraju�i ugao u odnosu na jednu od orijentacija te ose, ukoliko
je:



(a) A = 1
4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2

 ; (b) A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 ; (v) A = 1
7

 6 2 −3
2 3 6
−3 6 −2

 .

13. Neka su σ i π refleksije euklidskog prostora E3 u odnosu na �egove vektorske ravni U : y−z = 0 iW : x−2y+z = 0,
redom.

(a) Odrediti matrice preslikava�a σ, π, π ◦ σ.
(b) Dokazati da je matrica A preslikava�a π ◦ σ matrica jedne rotacije oko vektorske prave koja se dobija u

preseku ravni U i W, odrediti joj ugao i uporediti ga sa uglom izme�u ravni U i W.

14. Odrediti sve parove realnih brojeva (a, b) za koje je formulama

x′ = ax + by + bz,
y′ = bx + ay + bz,
z′ = bx + by + az,

odre�ena jedna rotacija euklidskog vektorskog prostora R3.

Afina preslikava�a afine ravni i afinog prostora

1. Dokazati slede�e "aksiome" ili �ihove posledice, pri sintetiqkom zasniva�u euklidske geometrije, u proizvo	nom
afinom prostoru nad po	em R:

(a) Za svake tri nekolinearne taqke postoji taqno jedna ravan koja ih sadr�i;

(b) Ako dve razne ravni imaju zajedniqku taqku, onda je �ihov presek prava;

(v) Ako su taqke A,B,C razliqite i kolinearne, tada je taqno jedna od �ih izme�u preostale dve;

(g) Ako taqka A nije na pravoj Π, tada u �ihovoj ravni Σ = 〈A,Π〉 postoji taqno jedna prava Γ koja sadr�i taqku
A i ne seqe pravu Π.

2. (a) Dokazati da su dve razne hiperravni u afinom prostoru dimenzije n > 1 ili paralelne ili se seku po
potprostoru dimenzije n− 2.

(b) Dokazati da je svaki afini potprostor dimenzije k afinog prostora dimenzije n presek nekih n−k razliqitih
hiperravni.

3. Data su dva potprostora Π = A+ U i Γ = B + W u afinom prostoru sa direktrisom V.

(a) Dokazati da je direktrisa najma�eg afinog potprostora koji sadr�i Π i Γ (afini omotaq �ihove unije)

U+W+L(
−−→
AB). Dimenzija ovog afinog prostora jednaka je dimU+ dimW− dim(U∩W) ili dimU+ dimW−

dim(U ∩W) + 1, u zavisnosti od toga da li se Π i Γ seku ili ne.

(b) Ukoliko su potprostori Π i Γ suplementarni (V = U⊕W), dokazati da je �ihov presek jedna taqka. Speci-
jalno, ukoliko je afini prostor ujedno i euklidski, tada za svaku taqku P postoji taqno jedan potprostor Γ
koji je sadr�i i ortogonalan je na Π. �egova direktrisa je W = U⊥, suplementaran je sa Π i seqe Π u taqno
jednoj taqki P ′ koja predstav	a ortogonalnu projekciju taqke P na potprostor Π.

4. Navesti primere dvodimenzionih ravni u qetvorodimenzionom prostoru R4 koje su:

(a) paralelne i razliqite;

(b) delimiqno paralelne;

(v) mimoilazne;

(g) seku se u taqki;

(e) seku se po pravoj.

5. U afinom prostoru A dimenzije 4 dati su skupovi taqaka Π i Γ qije koordinate u odnosu na dati afini reper Oe
zadovo	avaju uslove:

Π =
2x+ 5y + 2z − 6t = 3
3x+ 8y + 3z − 7t = 7

}
, Γ =

4x+ 2y + 3z − 6t = 3
5x− 4y + 3z − 5t = 2

}
.

Dokazati da su ovi skupovi afini potprostori prostora A, odrediti �ihove direktrise i ispitati �ihov me�u-
sobni polo�aj.

6. U petodimenzionom afinom prostoru A dati su prava ∆ : x1 = 2 + t, x2 = −t, x3 = −1 − t, x4 = 1 + 2t, x5 = −3t,
t ∈ R i dvodimenziona ravan Γ : x1 = r + 3s, x2 = −1 + 4r − s, x3 = −3 + r + s, x4 = 4− r + s, x5 = −2 + s, r, s ∈ R.



(a) Odrediti uzajamni polo�aj prave ∆ i ravni Γ.

(b) Odrediti afini potprostor Σ najma�e dimenzije koji sadr�i pravu ∆ i ravan Γ.

7. U petodimenzionom afinom prostoru A dati su afini potprostori Π : x1 − x2 − x5 + 1 = 0, 2x1 + x3 + x5 − 3 = 0,
3x2 − x4 + 3x5 − 5 = 0 i Γ : x1 = 2 + t+ s, x2 = −1− 2t, x3 = −3s, x4 = 4− 2t+ 3s, x5 = 3 + s; t, s ∈ R.

(a) Odrediti uzajamni polo�aj potprostora Π i Γ.

(b) Odrediti jednaqinu potprostora Σ najma�e dimenzije koji sadr�i Π, paralelan je sa Γ i sadr�i taqku
M(1, 2, 1, 2, 0).

8. Ako su Π i Γ dve prave u afinom prostoru A i TPQ te�ixte sistema taqaka (P,Q), dokazati da je skup Σ = {TPQ :
P ∈ Π, Q ∈ Γ} afini potprostor paralelan sa Π i Γ i odrediti �egovu dimenziju u zavisnosti od me�usobnog
poo�aja Π i Γ.

9. Neka je TPQ te�ixte sistema taqaka A, P , Q, pri qemu je A fiksirana taqka afinog prostora An, a P i Q
pripadaju redom datim afinim potprostorima Π i Γ.

(a) Dokazati da je skup Σ = {TPQ | P ∈ Π, Q ∈ Γ} jedan afini potprostor od A paralelan sa Π i Γ.

(b) Ispitati deta	no specijalan sluqaj n = 3 i dim Π = dim Γ = 1.

10. Dat je trougao ABC u euklidskoj ravni. Odrediti baricentriqne koordinate:

(a) ortocentra H, centra opisane kru�nice O i te�ixta T , pa zatim pokazati da va�i
−−→
HT = 2

−→
TO;

(b) centra Ojlerovog kruga datog trougla.

11. (a) Dokazati da je kompozicija dve centralne simetrije σA ◦ σB translacija i odrediti �en vektor.

(b) Dokazati da je kompozicija tri centralne simetrije σA ◦σB ◦σC centralna simetrija i odrediti �en centar.

(v) Xta je kompozicija konaqno mnogo centralnih simetrija afinog prostora?

12. (a) Dokazati da je kompozicija homotetije i translacije afinog prostora opet homotetija i odrediti �en centar
i koeficijent.

(b) Dokazati da je kompozicija dve homotetije afinog prostora homotetija ili translacija.

(v) Dokazati da skup svih homotetija i translacija qini normalnu podgrupu afine grupe.

13. Neka su A i B dve fiksirane taqke afinog prostora A.

(a) Ukoliko je π(M) te�ixte sistema taqaka (A,B,M), dokazati da je time definisano afino preslikava�e
π : A → A.

(b) Ukoliko taqka P pripada potprostoru Π i TP je te�ixte sistema taqaka (A,B, P ), dokazati da je skup
Γ = {TP : P ∈ Π} jedan potprostor od A paralelan sa Π.

14. Neka je π : A → A preslikava�e kojim se svakoj taqki M iz A pridru�uje taqka π(M) = M ′ odre�ena sa
−−−→
MM ′ =

−−→
MA− 2

−−→
MB + 3

−−→
MC. Dokazati da je preslikava�e π centralna simetrija.

15. Neka su A,B,C tri nekolinearne taqke i π preslikava�e koje proizvo	noj taqki M dode	uje taqku M ′ za koju

va�i
−−−→
MM ′ = α

−−→
MA−

−−→
MB−

−−→
MC. Dokazati da je preslikava�e π afino i odrediti tip preslikava�a π u zavisnosti

od realne konstante α.

16. Dokazati da je preslikava�e σ : P 7→ P ′ proizvo	nog afinog prostora dato sa
−−→
PP ′ = α

−→
PA+ β

−−→
PB + γ

−−→
PC afino i

odrediti tip i komponente preslikava�a u zavisnosti od realnih parametara α, β, γ.

17. Neka su A, B, C tri fiksirane nekolinearne taqke afinog prostora An i α, β, γ realni brojevi takvi da α+β+γ 6=
1. Oznaqimo sa M baricentar sistema taqaka (A,α), (B, β), (C, γ), (M, 1).

(a) Dokazati da je preslikava�e σαβγ : M →M ′ translacija ili homotetija.

(b) Predstaviti σαβγ u koordinatama za n = 2. Ako su A(0, 0), B(4, 1), C(2, 2) koordinate taqaka u odnosu na dati
reper afine ravni, predstaviti u koordinatama preslikava�e σ111 i skicirati puta�u proizvo	ne taqke M .

18. Neka je σ afino preslikava�e afunog prostora A takvo da je za svaku taqku M ∈ A, taqka σ2(M) sredixte du�i
Mσ(M).

(a) Dokazati da je, za svaku taqku M ∈ A, baricentar taqaka (M, 1), (σ(M), 2) fiksna taqka pri preslikava�u σ.

(b) Odrediti σ u sluqaju kada ima taqno jednu fiksnu taqku.

19. Neka je σ nedegenerisano afino preslikava�e prostora A i K skup svih translacija prostora A koje komutiraju
sa σ.



(a) Dokazati da je K Abelova grupa u odnosu na kompoziciju preslikava�a.

(b) Ako je taqka A fiksna taqka transformacije σ i τ ∈ K, onda je τ(A) fiksna taqka za σ. Dokazati.

(v) Ako su A i B fiksne taqke za σ, onda je translacija za vektor
−−→
AB element skupa K. Dokazati.

20. Odrediti formule afine transformacije ϕ : A → A u odnosu na dati afini reper Oe afine ravni A, kojom se
taqka A(1, 1) preslikava u taqku A′(2, 3), a prave Π : x−y = 2 i Σ : x+y = 0 u prave Π′ : x−y = 3 i Σ′ : 7x−5y = −3.

21. (a) Odrediti formule afinog preslikava�a koje ima fiksnu pravu x + y = 6, a prave y = 1 i y = 3x − 2 slika
redom u prave x + 2y = 7 i 2x + y = 8. Dokazati da je dato preslikava�e dilatacija i odrediti osnovne
komponente.

(b) Odrediti jednaqinu elipse koja je slika kruga (x− 6)2 + y2 = 16, skicirati je i odrediti �enu povrxinu.

22. (a) Odrediti formule afine transformacije Φ u odnosu na reper Oe afine ravni koja preslikava prave a : y = 0,
b : x = 0 i c : x− y = 1 redom u prave b, c i a.

(b) Transformacijom Φ dobijenom pod (a) preslikati oblast D = {(x, y) | 4x2−12xy+10y2 +8x−16y+7 < 0, 3
2 <

y < 5
2}.

23. (a) Odrediti formule afine transformacije Φ euklidske ravni kojom se taqka (0, 0) slika u taqku (2, 5), a prave
∆ : x− y + 1 = 0 i Σ : 5x+ 4y + 5 = 0 su fiksne.

(b) Odrediti realne koeficijente α, β takve da va�i Φ = Φ1 ◦ Φ2 = Φ2 ◦ Φ1, gde je Φ1 dilatacija sa osnovom ∆,
pravcem Σ i koeficijentom α, a Φ2 dilatacija sa osnovom Σ, pravcem ∆ i koeficijentom β.

(v) Odrediti jednaqinu i povrxinu elipse E koja je slika kruga (x+ 1)2 + y2 = 1 pri preslikava�u Φ.

24. (a) Odrediti formule familije afinih preslikava�a u odnosu na fiksirani reper Oe afine ravni tako da se
koordinatne ose Ox i Oy preslikavaju redom na prave 2x+ 3y + 1 = 0 i x− y − 7 = 0.

(b) Odrediti me�u dobijenim preslikava�ima ona koja nisu afine transformacije.

(v) Dokazati da je me�u dobijenim preslikava�ima taqno jedno dilatacija.

25. (a) Odrediti formule afinog preslikava�a afine ravni koje temena B(−3, 0) i C(3, 0) trougla ABC ostav	a
fiksnim, a teme A(1, 4) preslikava u sredixte stranice BC.

(b) Dokazati da je dobijeno preslikava�e paralelno projektova�e, odrediti osnovne komponente projektova�a,
kao i sliku kruga opisanog oko trougla ABC pri ovom preslikava�u.

26. (a) Odrediti formule afine tranformacije Φ euklidske ravni pri kojoj su taqke B(5, 1) i C(2, 4) fiksne i koja
taqku A(1, 1) preslikava u centar kruga opisanog oko trougla ABC.

(b) Dokazati da je preslikava�e Φ dilatacija i odrediti �ene komponente i fiksne prave.

(v) Odrediti jednaqinu i povrxinu elipse E koja je slika kruga opisanog oko trougla ABC pri preslikava�u Φ.

27. Odrediti formule afine transformacije kojom se paralelogram ABCD sa temenima A(−1,−1), B(1,−1), C(3, 1),
D(1, 1) slika u kvadrat ABDE. Koje je preslikava�e u pita�u?

28. Odrediti sliku taqke M(−2, 5) i prave y = 0 pri:

(a) paralelnom projektova�u na pravu x+ y − 1 = 0, paralelno pravoj x− 5y − 2 = 0;

(b) afinoj simetriji u odnosu na pravu x+ y − 1 = 0, paralelno pravoj x− 5y − 2 = 0.

29. Odrediti formule slede�ih afinih preslikava�a afine ravni u odnosu na afini reper Oe, kao i sliku kruga
x2 + y2 = 1:

(a) dilatacije qija je osnova prava y = −x, pravac prava y = x i koeficijent −4;

(b) transvekcije qija je osnova prava y = −x, kojom se osa Ox slika na osu Oy.

30. Neka su A(0, 2), B(3, 5), C(−3, 5), D(−3,−1) taqke afine ravni, date svojim koordinatama u odnosu na afini reper
Oe.

(a) Dokazati da je sistem taqaka (A,B,C) jedna afina baza i odrediti baricentriqne koordinate proizvo	ne
taqke M(x, y) u toj bazi.

(b) Dokazati da postoji jedinstvena afina transformacija Φ za koju va�i Φ(A,B,C) = (B,C,D) i odrediti
formule te transformacije u odnosu na dati reper.

31. Neka su p i q dve prave u afinoj ravni A koje se seku u taqki A.

(a) Ako je σp afina simetrija u odnosu na pravu p paralelno sa q i σq afina simetrija u odnosu na pravu q
paralelno sa p, dokazati da je �ihova kompozicija σ = σp ◦ σq centralna simetrija u odnosu na taqku A.



(b) Dokazati da je skup S = {ε, σp, σq, σA} jedna podgrupa afine grupe i odrediti �enu tablicu. Koja je grupa u
pita�u?

32. Neka je ABC trotemenik u afinoj ravni i σa, σb, σc afine simetrije (dilatacije sa koeficijentom −1) qije
su osnove prave odre�ene te�ixnim du�ima trotemenika, a pravci prave odre�ene odgovaraju�im stranicama
trotemenika. Dokazati da su sva afina preslikava�a koja fiksiraju skup {A,B,C} kompozicije dve od simetrija
σa, σb, σc, kao i da qine podgrupu afine grupe izomorfnu simetriqnoj grupi S3.

33. Neka je π paralelno projektova�e afinog prostoraA sa afinim reperom Oe1e2e3, qija je osnova Π : 2x+y−z+1 = 0,
direktrisa prava Γ = 〈G, u〉, G(−1, 2, 3), u = 2e1 + e2− e3, a ηS,k homotetija sa centrom S(2, 2,−2) i koeficijentom
−2. Odrediti formule preslikava�a π ◦ηS,k, a zatim ispitati koje afino preslikava�e je dobijeno na ovaj naqin.

34. Neka je Oe1e2e3 afini reper afinog prosora A. Odrediti formule projektova�a π : A → A na ravan Π :
2x− y + z − 2 = 0, paralelno pravoj Γ = 〈A, u〉, gde je A(−1, 0, 1) i u = e1 + 2e2 + e3, zatim projektova�a σ : A → A
na pravu Γ, paralelno ravni Π i kompozicije σ ◦ π.

35. Odrediti formule afine transformacije euklidskog prostora E3 koja predstav	a kompoziciju homotetije sa
centrom u taqki A(1, 0, 2) i koeficijentom 2, ravanske refleksije u odnosu na ravan Π : x+2y−z+3 = 0 i homotetije
sa centrom u taqki B(2,−3,−4) i koeficijentom 1

2 . Odrediti zatim sliku sfere x2 + y2 + 2y + z2 − 2z = −1 pri
ovoj transformaciji.

36. Odrediti osnovne komponente i vrstu afine transformacije date svojim formulama u odnosu na afini reper
Oe1e2e3 afinog prostora A3:

(a)
x′ = 3x + 6y + 4z − 1,
y′ = −2x − 5y − 4z + 1,
z′ = 2x + 6y + 5z − 1;

(b)
x′ = 2x + 4y − 4z + 1,
y′ = 3x + 6y − 6z + 2,
z′ = −4x − 8y − 8z + 6;

(v)
x′ = 5x + 2y − 2z + 2,
y′ = −4x − y + 2z − 2,
z′ = 8x + 4y − 3z + 4;

(g)
x′ = 7x − 4y + 8z + 2,
y′ = 6x − 3y + 8z + 2,
z′ = 3x − 2y + 5z + 1.

37. U afinom prostoru A dimenzije 3 sa afinim reperom Oe odrediti formule:

(a) dilatacije qija je osnova ravan Π : 2x− y + z = 2 i koja slika taqku O u taqku S(2, 1, 2);

(b) transvekcije qija je osnova ravan Π : 2x+ y + 2z − 3 = 0 i koja slika taqku S(1, 0, 1) u taqku S′(0, 4, 0).

38. U qetvorodimenzionom afinom prostoru data je hiperravan Π : x1 + 2x2 − x3 + x4 = 3 i taqka M(3,−1,−2,−1).
Odrediti formule:

(a) paralelnog projektova�a na hiperravan Π kojim se taqka M slika u taqku M ′(2, 1, 2, 1);

(b) dilatacije qija je osnova hiperravan Π, pri kojoj se taqka M slika u taqku M ′( 3
2 , 2, 4, 2);

(v) transvekcije qija je osnova hiperravan Π, pri kojoj se taqka M slika u taqku M ′(1, 0,−3,−2).

39. U afinom prostoru dimenzije 4 dati su afini potprostori Π : x1−x2+x3+1 = 0, x1+x2 = x4 i Γ : x1+x2+x3+x4 =
0, x1 − 2x4 − 3 = 0.

(a) Dokazati da su Π i Γ suplementarni.

(b) Odrediti formule projektova�a na potprostor Π, paralelno sa Γ, kao i sliku taqke M(5, 0,−3, 4).

40. Neka je Π = P +U hiperravan u euklidskom afinom prostoru Ek sa direktrisom V i ~n neki �en jediniqni vektor
normale (tada ja V = U⊕ L(~n)) i M proizvo	na taqka.

(a) Dokazati da su ortogonalna projekcijaM0 taqkeM i taqkaM1 simetriqna saM u odnosu na Π redom odre�ene

sa
−−−→
PM0 =

−−→
PM −

−−→
PM ◦ ~n,

−−−→
PM ′ =

−−→
PM − 2

−−→
PM ◦ ~n.

(b) Ukoliko je u odnosu na neki ortonormirani reper Oe hiperravan Π data svojom jednaqinom a1x1 +a2x2 + · · ·+
akxk = b i taqka M(m1,m2, . . . ,mk), tada je rastoja�e taqke M hiperravni Π dato formulom

|a1m1 + a2m2 + · · ·+ akmk − b|√
a21 + a22 + · · ·+ a2k

.

41. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru dati su dvodimenzioni afini potprostori: Π odre�en taqkom P (4, 5, 3, 2)
i vektorima u1 = (1, 0, 1, 0), u2 = (0, 1, 0, 0) i Σ odre�en taqkom Q(1,−2, 1,−3) i vektorima w1 = (3, 2, 3, 2), w2 =
(0, 1, 0, 1).

(a) Dokazati da su potprostori Π i Σ delimiqno paralelni.

(b) Izraqunati rastoja�e taqke P od potprostora Σ, kao i taqke Q od potprostora Π.



(v) Izraqunati ugalove izme�u vektora
−−→
PQ i potprostora Π i Σ.

(g) Izraqunati rastoja�e izme�u Π i Σ, kao i jednaqinu �ihove zajedniqke normale.

42. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru E4 data je prava ∆ : x1 = 4 + t, x2 = 3 + 2t, x3 = −3 − t, x4 = 7 + 3t,
t ∈ R i taqke A(4, 1,−1,−1), B(−1, 2, 4, 0), C(0, 3, 0,−2).

(a) Odrediti taqku A1 simetriqnu taqki A u odnosu na pravu ∆.

(b) Odrediti jednaqinu sfere qiji je centar taqka A1 i koja sadr�i te�ixte trougla ABC.

43. U petodimenzionom euklidskom prostoru date su dvodimenzione ravni Π : x1 = s, x2 = t, x3 = 0, x4 = t, x5 = s,
s, t ∈ R i Γ : x1 = q, x2 = 1, x3 = 2p, x4 = 0, x5 = 0, p, q ∈ R (Π : x1 = t, x2 = −2, x3 = t, x4 = s, x5 = 0, t, s ∈ R i
Γ : x1 = 0, x2 = p, x3 = q, x4 = p, x5 = q + 1, p, q ∈ R).

(a) Dokazati da su ravni Π i Γ mimoilazne i predstaviti ih kao presek nekih hiperravni.

(b) Odrediti jednaqinu prave ∆ koja predstav	a �ihovu zajedniqku normalu, a zatim jednaqinu sfere koja
dodiruje ove ravni i centar joj pripada pravoj ∆.

44. Date su ravni Π i Γ i prava ∆ u qetvorodimenzionom euklidskom prostoru svojim jednaqinama Π : x1+x2+x3−5 = 0,
Γ : x1 + x2 − x3 − 3 = 0, ∆ : x1

1 = x2

1 = x3

1 = x4

−1 .

(a) Odrediti presek ravni Π i Γ, kao i ugao diedara izme�u �ih.

(b) Odrediti jednaqine simetralnih ravni diedara koje obrazuju ravni Π i Γ.

(v) Odrediti jednaqine dve sfere qiji centri le�e na pravoj ∆ i koje dodiruju ravni Π i Γ.

45. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru dati su ravan Π : x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + 15 = 0 i prava Γ : x1 =
s + 2, x2 − 2s, x3 = −s − 1, x4 = −s − 2, s ∈ R. Odrediti jednaqinu prave ∆ koja pripada ravni Π, sa pravom Γ
zaklapa najma�i ugao i na najma�em je rastoja�u od koordinatnog poqetka.

46. U petodimenzionom euklidskom prostoru date su afini potprostori Π : x2 + x5 = x1 − x2 − x3 + x4 = 3 i
Γ : x1 = 2 + 2q, x2 = 1− 5p+ q, x3 = 1 + 2p− q, x4 = 3 + 2p+ 3q, x5 = 2− 5p+ 3q, p, q ∈ R.

(a) Odrediti uzajamni polo�aj ravni Π i Γ, kao i afini potprostor najma�e dimenzije koji ih sadr�i.

(b) Odrediti ortogonalnu projekciju ravni Γ na ravan Π, kao i dimenziju projekcije.

47. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru zadata je dvodimenziona ravan Π : x1 + x2 = 1, x3 + x4 = 0. Odrediti
formule:

(a) normalne projekcije na ravan Π;

(b) simetrije u odnosu na ravan Π.

48. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru data je prava ∆ : x1 = t, x2 = 1 + t, x3 = −2 + t, x4 = −t, t ∈ R i
taqka S(1, 2,−1, 0). Odrediti formule afine transformacije koja predstav	a kompoziciju centralne simetrije
sa centrom u taqki S i simetrije u odnosu na pravu ∆.

49. Dat je skup taqaka A1, . . . , Am euklidskog prostora En i preslikava�e f koje svakoj taqki P prostora pridru�uje

taqku Q takvu da je
−−→
PQ =

−−→
PA1 + · · ·+

−−−→
PAm.

(a) Dokazati da je f homotetija, odrediti �en centar i koeficijent.

(b) Ako je m = 3 i taqke A1, A2, A3 su nekolinearne, odrediti krivu koju opisuje taqka Q dok se taqka P kre�e
po opisanom krugu trougla A1A2A3.

50. U euklidskom prostoru En data je n−dimenziona jediniqna kocka ivice a.

(a) Odrediti du�inu glavne dijagonale i dokazati da zaklapa isti ugao sa svim ivicama kocke. Qemu te�i taj
ugao kada n te�i beskonaqnosti? Za koje n je taj ugao π

3 ?

(b) Odrediti ugao izme�u glavne dijagonale qetvorodimenzione kocke i �enih jednodimenzionih, dvodimenzionih
i trodimenzionih strana.

(c) Odrediti polupreqnike opisane i upisane sfere date n−dimenzione kocke.


