Geometrija 3, prvi test 2012/13

Ime i prezime, broj indeksa, smer

1. Dat je skup tacaka S = {(z,y) € R? | y* = 2z}.

(a) Odrediti (po jednu) regularnu parametrizovanu krivu « i parametrizovanu krivu § koja nije regularna,
tako da im je skup slika (trag, nosa¢ krive) dati skup S.

(b) Odrediti funkciju duzine luka krive o. Da li se kriva @ moze prirodno parametrizovati?

(Pomo¢: /\/ 224+ 1dz=2V22+1+In|z+ V22 +1])-

Resenje. Dati skup tacaka S predstavlja parabolu koja lezi u desnoj poluravni.
Jedna parametrizacija ovog skupa tacaka je

t2
a(t) = <2,t> , teR,

tj. kao glatka funkcija x = x(y) promenljive y koja je uzeta za parametar. Ovako
dobijena kriva o : R — R? je otigledno regularna zbog

o (t) = (t,1) # (0,0).

Funkcija duzine luka, merena od tacke ¢t = 0, je:
t ¢ t
s(t) = / &/ (2)||dz = / V22 +1ldz = (2vV22+14+In|z+ V22 + 1)) =tvVE2+1+Inlt+ V2 +1].
0 0
0

Kako je kriva « regularna, ona se moze parametrizovati prirodnim parametrom. Medutim, zbog komplikovanog
oblika funkcije duzine luka, nemogucée je odrediti eksplicitno inverznu funkciju funkcije s = s(t). Dakle, kod
ovako parametrizovane krive o nemoguce je eksplicitno dobiti parametrizaciju duzinom luka.

Jos jedan primer parametrizacije skupa tacaka S je

Ovako dobijena kriva 3 : R — R? predstavlja krivu koja nije regularna za u = 0, zbog '(u) = (3u®, 3u?).
4

Kriva data parametrizacijom (UQ’ 1)2), iako takode nije regularna za v = 0, nema za skup slika dati skup S,

veé¢ samo gornju polovinu parabole koja je u prvom kvadrantu (zbog nenegativnosti koordinatnih funkcija).

Napomena. Primetimo da za preslikavanje ® : R — R dato sa ®(u) = u? =t vazi

Medutim, ¢ nije difeomorfizam jer inverzna funkcija nema izvod u tacki 0, pa regularne parametrizovane krive
a i (B nisu ekvivalentne (tj. kriva § nije reparametrizacija krive «), iako imaju isti trag.

2. Data je kriva svojom parametrizacijom 5(t) = (—cht,sht), t € R.

(a) Odrediti jednacinu tangente p u proizvoljnoj tacki P = S(tg) krive.
(b) Dokazati da je prava p simetrala ugla £ APB, pri cemu je A(—+/2,0), B(v/2,0). Skicirati i objasniti.



Resenje.

(a) Data kriva je zapravo parametrizacija leve grane hiperbole 22 — y? = 1 date u dekartovim koordinatama.
Vektor brzine u proizvoljnoj tacki P = S(tg) krive je 3'(t9) = (—shtg,chty), pa je kriva regularna u svim

tackama.
Jednacina trazene tangente p je

x4+ chty y—shig

—sh to N ch to

odnosno u parametarskom obliku

(—shtg-s—chtg,chty-s+shty), seR.

(b) Dovoljno je dokazati da je vektor pravca prave p (tj. vektor brzine krive /) kolinearan sa vektorom
simetrale ugla £ APB. Nakon kraceg ra¢una dobijamo
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¢ime je dokaz zavrsen. Naravno, moguce je i eksplicitno odrediti uglove izmedu pravih p i AP, odnosno p
i BP, i dokazati da su jednaki.

Napomena. Tacke A i B su zize hiperbole 2?2 — y> = 1. Upravo smo dokazali da ¢e se zrak svetlosti koji
izvire iz jedne zize hiperbole odbiti od hiperbole u pravcu odlazeteg zraka iz druge zize. Ova osobina hiperbole
naziva se opticko svojstvo hiperbole. Postoje analogna tvrdenja i za elipsu i parabolu.

. Data je kriva svojom polarnom jedna¢inom p = 1 — cos#.

(a) Skicirati datu krivu i naznaciti parametar na crtezu.

(b) Izrac¢unati duzinu date krive.

ResSenje.

(a) Data kriva je parametrizovana parametrom 6 koji predstavlja polarni ugao, dok je p = p(f)) rastojanje
tacke koja odgovara parametru # od koordinatnog pocetka. Njen skup slika je simetrican u odnosu na
y—osu tragu standardno parametrizovane kardioide p = 1 + cos 6 (tac¢nije, tacki sa parametrom 6 jedne
krive odgovara tacka sa parametrom 7 — 6 druge krive). Kriva ima ”$pic” u tacki 6 = 0 i jedino u toj
tacki nije regularna. Zbog 2w —periodi¢nosti funkcije u parametrizaciji krive, kriva je zatvorena i dovoljno
je posmatrati njen trag na intervalu (vrednosti parametra) duzine 2, recimo [0, 27].



(b) Duzina krive je:

2T 27
= / V p2(0) + p%(0)do = / \/(1 — cos 0)2 + sin? 0df
0 0

2 2
0
:/\/2(1—(3089)(19:2/ sin2‘d9
0 0
:4/sin9d0:—80089 = 8.
2 AR

0

4. Data je kriva y(t) = (t +v/3sint,2cost, ty/3 —sint), t € R.

(a) Odrediti Freneov reper krive ~.

(b) Izrac¢unati krivinu i torziju krive 7 i dokazati da je kriva kruzni heliks.

Resenje.

e vektor brzine: v/(t) = (14 v/3cost, —2sint, /3 — cost);
e brzina: ||7/(¢t)| = \/(1 +V3cost)? 4 (—2sint)? + (v/3 — cost)? = 2v/2;

t
2
e funkcija duzine luka: s(t) = /2\/§du =2V2ul =2Vt =t = S i;
/ 2v2 4

ssﬁ 8\/6—3' 5v2 e R;
14 in 1 , S ;

e prirodna parametrizacija: y(s) = (‘SW +V3sin \f
V2 VB V2 V2 svE VB VR ﬂ)

e tangentni vektor: T'(s) =+/(s) = < + 0S5 sin— =, = — = cos —

T(t) = <\@ \/écos ?sint,{f—?cost);

e krivina: 7"(s) = <_8 sin 1% g sin 4),
1
r(s) = 1Y)l = 33

. V3 . sV2 svV2 1 . sV/2
e normalni vektor: N(s) = ——5 sin ——, —cos ——, g sin —— |,

3 1
N(t) = <—\§ sint, — cost, 3 sint) ;



e binormalni vektor: B(s) =T(s) x N(s) = <\{f CoS Sj{ - \{, —\2[ {, —\{f cossl/§ - {f),
0 (s 2 L L ),

« torsija: 7(5) = ~(B(s), N(s)) = —;

Kako su krivina i torzija krive konstantne, na osnovu Osnovne teoreme za krive u R? dobijamo da je data kriva
kruzni heliks. Iz oblika same parametrizacije krive v moze se dobiti da je u pitanju heliks koji lezi na cilindru
¢ije dekartove koordinate zadovoljavaju jednacinu (zv/3 — 2)2 + 32 = 4.

. Neka je a regularna kriva parametrizovana proizvoljnim parametrom ¢, x # 0 njena krivina, 7 torzija i v brzina
krive.

(a) Predstaviti vektor ubrzanja u Freneovoj bazi krive i izra¢unati njegov intenzitet, tj. ubrzanje krive.
(b) Interpretirati dobijene formule u slucaju prirodno parametrizovane krive.
Resenje.
(a) Vektori brzine i ubrzanja proizvoljno parametrizovane regularne krive a = «(t) iznose
o =T,
o =0T+ Uzlﬁ}N,
pri ¢emu smo koristili uopstenu Freneovu formulu 7" = vkN. Kako je Freneova baza ortonormirana,

trazeni intenzitet je
o = VW) + v,

(b) U slucaju prirodno parametrizovane krive, imamo da je brzina krive jedini¢na v = 1. Kada to ubacimo u
prethodne relacije, dobijamo

o =T,
" — K/N
)
lo”"[| = |sl[|N]| = &.



