Geometrija 3, tredi test 2012/13

Ime i prezime, broj indeksa, smer
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Data je povrs 7 : R? — R3 sa r(u,v) = (u, v, UQEU )-

1) Odrediti Gausovu krivinu date povrsi. Ispitati koje su tacke elipticke/hiperbolicke /parabolicke/planarne/umbilicke.
Resenje.
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Kako je u svim tackama povrsi K < 0, sve tacke na povrsi su hiperbolicke. Umbilicke tacke su one u kojima
su jednake glavne krivine. Prema tome, one se mogu naéi samo medu eliptickim i planarnim tackama, pa
ne postoje na datoj povrsi. Umbilicke tacke se takode karakterisu osobinom da su im proporcionalni redom
odgovarajuéi koeficijenti prve i druge fundamentalne forme, pa se i tako moze zakljuciti da ne postoje na datoj
povrsi.

2) Odrediti asimptotske pravce u tacki P = (0,0,0) koja pripada tragu povrsi, kao i sve asimptotske linije date
povrsi. Odrediti glavne krivine i glavne pravce povrsi u tacki P.

Resenje. Asimptotski pravac X = Xir, + Xor, zadovoljava II(X, X) = 0, pa je
eX?+2fX1 Xy + gX3 = 0.

Kako sve razmatramo u tacki P, vazie = 1, f = 0, g = —1, odakle dobijamo X5 = + X7 i kona¢no 2 asimptotska
praveca (1,1) 1 (1,—1).
Kriva a(t) = r(u(t),v(t)) je asimptotska ako i samo ako duz cele krive vazi

eu? + 2fu'v' + gv"? = 0.

Data diferencijalna jednacina svodi se na u/? = v'2, tj. v/ = £/, odakle je u = +v + C (C = const) i
02
a(v) = <iv+C,v,in+2), v e R.

Glavne krivine su sopstvene vrednosti matrice (sve ra¢unamo u tacki P)

me= (50 (00) =00 %)

Prema tome, k1 = —1, ko = 1. U tacki P vazi F' = f = 0, pa se lako dobija da su glavni pravci zapravo pravci
koordinatnih linija (1,0) i (0,1). Jedan nacin da ih dobijemo je direktno, kao sopstvene vektore prethodne
matrice koji odgovaraju sopstvenim vrednostima x; i k2. Drugi nacin je kao reSenje jednacine
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odakle lako sledi X7 = 0ili X9 = 0.



3)

4)

Odrediti krive na povrsi koje leze u normalnim sec¢enjima u dobijenim pravcima. Skicirati povrs u okolini tacke
P koristec¢i sve dobijene podatke.

Resenje. Vektor normale u tacki P iznosi (0,0, 1). Normalna sesenja u asimptotskim pravcima (1,1) i (1,—1)
su redom prave «aj i ag (koje su i asimptotske linije) ¢ije su jednacine u karti u = +v:

a1(u) = (u,u,0), az(u) = (u, —u,0).

Normalna seSenja u glavnim pravcima (1,0) i (0,1) su redom parabole 31 i 32 ¢ije su jednac¢ine u karti redom

v=0,u=0: , )
Bi(u) = <u,0, u2>, Ba(u) = (0,2},—2).

Tacka P je hiperbolicka i parabole 51 i B2 su sa raznih strana tangentne ravni. Prave aj i ag predstavljaju
presek povrsi i tangentne ravni u tacki P i granicu duz koje povr$ prelazi sa jedne strane tangentne ravni na
drugu.

tacke hiperbolicke.

Dokazati da je kriva uw + v = 2 geodezijska linija, ali nije glavna linija (linija krivine). Odrediti najkrace
rastojanje izmedu tacaka (1,1,0) i (3, —1,4) koje pripadaju tragu povrsi.

Resenje. Kriva data sa u+ v = 2 je parametrizovana sa y(t) = (¢,2 — t,2t — 2),t € R, pa je u pitanju prava.
Parametar ¢ je proporcionalan prirodnom parametru i ocigledno je v”(t) = (0,0,0), pa je Ky = 0 i kriva je
geodezijska. Prava linija na povrsi je uvek i geodezijska (naravno, na odgovarajuéi nac¢in parametrizovana) i
asimptotska linija (sa proizvoljnom parametrizacijom).

Geodezijska linija u opStem sluc¢aju ne mora da ostvaruje najmanje rastojanje izmedu proizvoljne dve tacke
koje spaja (ovo vazi samo lokalno). Medutim, u nasem slucaju kriva v je prava koja sadrzi date tacke A(1,1,0)
i B(3,—1,4) i zaista ostvaruje najmanje (euklidsko) rastojanje izmedu tih tacaka:

d(A,B) =/(3—-1)24+ (-1 -1)2 + (4 —0)2 = 2V6.

Da bismo dokazali da kriva nije glavna linija, dovoljno je da dokazemo da u nekoj tacki njen vektor brzine nije
glavni vektor ili da kriva ne zadovoljava identicki jedna¢inu glavnih linija. Duz krive v vazi
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kriva ~ nije glavna linija.



