Ime i prezime, broj indeksa, smer
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Geometrija 3, drugi test 2012/13

(a) (c) (d)

Dokazati da ravan x + 2y + 3z = 4 predstavlja sliku elementarne povrsi i skicirati je sa koordinatnim
linijama.

Resenje. Datu ravan mozemo videti kao sliku povrsi

r(y,2) = (4—2y —32,9,2), (y,2) € R?,

koja jeste elementarna povrs jer predstavlja grafik glatke funkcije dve realne promenljive. Koordinatne
linije su dve familije paralelnih pravih date sa

r(ya Z(]) = (4 - Qy - 3250, Y, 20)7 20 = COHSt, (NS R)
T(Z/O? Z) = (4 - 2y0 - 37 Yo, Z)7 Yo =const  z € R.

Dokazati da je skup re§enja jednacine x° + siny + arctg z = 2013 lokalno slika elementarne povrsi.
A globalno?

Resenje. Neka je f(z,y,z) = 2° + siny + arctg z — 2013. Kako je

Vf(xvyvz) = <5$4,COSZ/, 12> ?é (07070)7

1+ 2

lokalno u okolini proizvoljne tacke mozemo izraziti bilo koju promenljivu preko druge dve i na taj nacin
dobiti lokalno grafik glatke funkcije. Medutim, u ovom konkretnom slu¢aju vazi

T = {)/2013 —siny — arctg z,

pa je skup resenja jednacine globalno grafik glatke funkcije F'(y,z) = /2013 — siny — arctg z. Dobijena
povrs jeste regularna, ali nije 1 — 1, pa formalno nije elementarna povrs.

Skicirati sliku povrsi date parametrizacijom f(u,v) = ((3 + 2 cosu) cosv, (3 + 2 cosu) sinv, sinu),
(u,v) € (0,27) x (0,27), i koordinatne linije na njoj.
(z—3)°

Resenje. Data povrs je elipticki torus dobijen rotacijom elipse =~ + 22 =1 uz xz—ravni oko z—ose.
Koordinatne linije su elipse i krugovi (meridijani i paralele) redom dati sa

f(u,v0) = ((3+ 2cosu) cos vy, (34 2cosu)sinvg, sinu), wvo = const, u € (0,2m),

f(up,v) = ((34 2cosug)cosv, (34 2cosup)sinv,sinug), up = const, v € (0,2m),

pri ¢emu formalno gledano nedostaje meridijan v = 0 i paralela v = 0.

Odrediti parametrizaciju hiperbolickog cilindra ¢ija je osnova hiperbola 22 —y? =1, z > 0, a izvodnice su
prave paralelne pravoj x = 0, y = z, i skicirati ga sa koordinatnim linijama.

Resenje. Hiperbolicki cilindar je pravolinijska povrs ¢ija je osnova hiperbola (chu,shu,0), a direktrise
su prave odredene vektorom (0,1, 1). Trazena parametrizacija je

g(u,v) = (chu,shu,0) +v(0,1,1) = (chu,shu+v,v), (u,v) € R
Koordinatne linije su hiperbole i prave, date sa

g(u,v9) = (chu,shu+ vg,vg), w9 =const, ué€R,
g(ug,v) = (chug,shug +v,v), wg=const, veR.



2. Dat je skup tacaka M = {(z,y, z) € R3 % + y; +22 =1}

(a)

ol T

P

5

Odrediti elementarnu povrs h : V — R3 ¢ija je slika maksimalni podskup skupa M koji predstavlja grafik
glatke funkcije promenljivih z,y, kao i elementarnu povrs r : U — R? cija je slika maksimalni podskup
skupa M koji predstavlja rotacionu povrs oko z—ose. Koji je maksimalan podskup skupa M koji se moze
realizovati kao slika elementarne povrsi? Skicirati.

Resenje. Dati skup tacaka M je elipsoid. Maksimalni podskup skupa M koji predstavlja grafik glatke
funkcije promenljivih z,y je deo elipsoida iznad zy—ravni, tj. gde je z > 0 (ili ispod, tj. gde je z < 0),
koji je parametrizovan sa

o= (sonifi 2 %) . .
x,y) z,9,1/1 , (ryy) €V ={(z,y) e R®|z* + y~ < 4}.

Maksimalni podskup skupa M koji predstavlja rotacionu povrs oko z—ose je skup M bez poluelipse
2
% + 22 =1,z > 0, u zz—ravni, koji je parametrizovan sa

r(u,v) = (2cosucosv,2cosusinv,sinu), (u,v) €U = (— g, g) x (0,2m).

Maksimalan podskup skupa M koji se moze realizovati kao slika elementarne povrsi je skup M bez jedne
proizvoljne tacke (recimo severnog pola (0,0, 1)) i parametrizuje se pomocu stereografske projekcije, sli¢no
kao kod sfere.

Odrediti formule koordinatnih transformacija ® = h~tor : U’ = V' iV :r~toh: V' — U’ izmedu lokalnih
koordinata (u,v) € U’ = r=(rU)Nh(V)) i (z,y) € V' = h=1(r(UU)Nh(V)). Da li su dobijena preslikavanja
® i U glatka?

Resenje. Oznachimo Dekartove koordinate elipsoida sa (X,Y, 7). Kako je presek M’ slika elementarnih
povr§i h i r deo elipsoida iznad XY —ravni, bez polumeridijana u X Z—ravni, vazi

!/ 3 X2 Y2 2
M ZT’(U)ﬂh(V)Z (X,Y,Z)GR ’T—FT-FZ =1,2>0
X2 y?
\{(X,Y,Z)6R3y4+4+Z2:1,X>0,Y:0,Z>0}.

Delovi ravni R? koji se slikaju na ovaj presek odgovarajuéim preslikavanjima su U’ = (0, 5) x (0,2m) i
V' = V\{(z,0) € R?|0 < = < 2}. Preslikavanja h : U’ — M’ ir: V' — M’ su bijekcije i nihove inverzne
funkcije su

(2,9) = BH(X,Y, 2) = (X, V),

(u,v) = r 1(X,Y, Z) = (arcsin Z, 9),
gde je 6 € (0,27) polarni ugao tacke sa Dekartovim koordinatama (X,Y) € V'.
Trazene formule koordinatnih transformacija ® : U4’ — V' i ¥ : V' — U’ su

®(u,v) = (2cosucosv,2cosusinv),

22 2
LG = i 1—-=——-Z-0
(x,y) = (arcsin 1 T ),

gde je 6 € (0,2m) polarni ugao tacke sa Dekartovim koordinatama (x,y) € V'. Ocigledno dobijena
preslikavanja jesu glatka na odgovarajuéim domenima U’ i V'.



(c) Odrediti jednacinu tangentne ravni i normale u tacki (0, v/3, %) slika ovih povrsi.
Resenje. Jednacine tangentne ravni i normale ne zavise od parametrizacije, dok jedini¢ni vektor normale
moze jedino promeniti znak pri promeni parametrizacije. Koristi¢emo parametrizaciju r (dela) elipsoida.
Tacki (0,3, %) odgovaraju vrednosti parametara u = &, v = 5. Kako je

ry = (—2sinu cosv, —2sinusin v, cos u),

Ty = (—2cosusinv, 2 cos ucos v, 0),

1 . .
n = —————(—cosucosv, —cosusinv, —2sinu),

V1 + 3sin?u

vektor normale u tacki (0,/3, 3) je (0, —%, —%) Jednacina tangentne ravni u tacki (0,v/3,1) je

0-(m—0)+\/§-(y—\/§)+2-<z—;>:O,

tj. v3y + 2z = 4. Jednacina normale u tacki (0, /3, %) je

x—O_y—\/?:_z—%
0o V3 27

(d) Izrac¢unati povrsinu skupa M.
Resenje. Opet ¢emo koristiti parametrizaciju r jer je slika te povrsi skup M bez meridijana koji je mere
nula i neée uticati na povrsinu. Koeficijenti prve forme povrdi r su E = 1 + 3sinu, F = 0, G = 4 cos? u,

element povrsine je
dS = VEG — F2? dudv = 2cosuV 1 + 3sin® u dudv,

pa je trazena povrSina

3
P://QCosu\/1+3sin2ududv:47r/cosux/1+3sin2udu
u —

Wl

V3
= 4\{))3% / V22 + 1dz = 167 + 8\23# In(2 + v/3).
V3

3. Katenoid je rotaciona povrs ¢ija se slika dobija rotacijom krive v(t) = (cht,t), t € R, u zz—ravni, oko z—ose.

A

(a) Parametrizovati katenoid i dokazati da su dobijene lokalne koordinate u, v konformne.
ReSenje. Neka je u parametar profilne krive v(u) = (chwu,0,u) i v ugao za koji je zarotirana kriva u
odnosu na pocetni polozaj u xz—ravni. Tada je

r(u,v) = (chucosv,chusinv,u), (u,v) € R x (0,27),
regularna povrs ¢ija je slika katenoid bez jednog meridijana (bez profilne krive u xz—ravni). Vazi r, =
(shucosv,shusinwv,1)ir, = (—chusinv,chucosv,0), koeficijenti prve fundamentalne forme su
E = (ry,r.) = sh?u+ 1 = ch?u,
F = (ry,ry) =0,
G = (ry,m) = ch?u.

Kako je E = G i F = 0, koordinate (u, v) su konformne koordinate. Prema tome, ¢uvaju se uglovi iz karte
i prenose na sliku povrsi.



(b)

Odrediti jednacine stranica krivolinijskog trougla na katenoidu odredenog krivama ¢ije su jednacine (u

karti) u =1, v = §, u +v = 7. Skicirati.

Resenje. Jednacine stranica krivolinijskog trougla su

T T
|

AB: ~(v) =r(1,v) = (chlcosv,chlsinv, 1), v € [5 -1, o)

AC: B(u) = r(u, 72r> = (0,chu,u), wue€el0,1],
BC': aft) :r(t,g—t> — (chtsint,chtcost,t), te€[0,1].

Duz AB je deo kruznice (paralele), duz AC' je deo lancanice (meridijana), a duz BC predstavlja deo jedne
od loksodroma na katenoidu.
Izracunati obim i unutrasnje uglove datog trougla.

Resenje. Vektori brzine krivih koje obrazuju stranice datog trougla su

|17/ (v)]] = ||(—=ch 1sinv,ch1cosv,0)| = chl,
18" (W)l = [1(0,shu, 1)|| = chu,
|/ (t)|| = ||(shtsint + chtcost,shtcost — chtsint, 1)|| = v2cht,

pa su duzine stranica datog trougla |AB|| = ch 1, ||[AC|| =ch1 —1, | BC|| = v2(ch1 - 1).

Kako se ¢uvaju uglovi iz karte, unutrasnji uglovi trougla ABC su 3, 7, 7.

Odrediti jednacinu simetrale najveteg ugla datog trougla na katenoidu.

ReSenje. Trazena simetrala je zapravo simetrala pravog ugla kod temena A datog trougla na katenoidu.
Njena jednacina u karti je takode simetrala pravog ugla odgovarajuéeg jednakokrako-pravouglog trougla iz
karte, cija su temena (1,5 —1), (1, 5), (0, 3), i glasi v = u+ § — 1. Simetrala na katenoidu ima jednacinu

n(u) = (—chusin(u — 1),chucos(u — 1),u), u€R.



