Geometrija 3, drugi kolokvijum 2012. Prezime i ime, broj indeksa, grupa

1. Skicirati sledeée povrsi i ispitati njihovu regularnost:

(a) f(u,v) = (shucosv,shusinv,u), u>0,v¢€ [-mn); (b)glu,v) = (u,u3,2v), u,veR.

(a) “' (b)
Resenje.

(a) Iz oblika same parametrizacije lako se zaklju¢uje da je u pitanju rotaciona povrs koja se dobija rotacijom krive
x =shz, 2> 0 uxzz—ravni. Parametar u predstavlja parametar profilne krive (shu, 0, u), dok parametar v € [—7, 7]
oznacava ugao rotacije oko z—ose. Kako je f, = (chucosv,chusinwv, 1), f, = (—shusinv,shucosv,0), f, X f, =

(—shwucos v, shusinv,shuchu), to je || fu X fol = shuv/14 ch?u. Kako je || fu X fu| = 0 samo za u = 0, dobijamo
da je povrs regularna u svim tackama osim za u = 0.

Napomena. U definiciji elementarne povrsi podrazumeva se otvoren skup U kome pripadaju parametri (u,v). U
prethodnom primeru najveéi takav skup je i = (0, 4+00) x (—m,7) i f : U — R3 predstavlja regularnu parametrizaciju
skupa iz dela (a), bez krive podudarne profilnoj, u levoj zz—poluravni (za v = £7), tj. bez krive (—shwu, 0, u).

(b) Kako je g(u,v) = (u,u?,0)+v(0,0,2), u pitanju je pravolinijska povrs koja predstavlja uniju pravih koje sadrze tacke
krive y = 23 u 2y—ravni i ¢iji je vektor pravca vektor (0,0,2), tj. paralelne su z—osi. Lako se dobija g, = (1, 3u?,0),
gv = (0,0,2), gu X g, = (6u?,—2,0) # (0,0,0), pa je data parametrizacija regularna.

2. Povrs je data jednacinom f(u,v) = (2ucosv,2usinv,u?), u > 0, v € (0,27). Izracunati:

(a) koeficijente I i IT kvadratne forme;
(b) Gausovu, srednju i glavne krivine;

(¢) ugao izmedu krivih u+v=3iu—v=1.

Resenje. Data povis f: U = (0,+00) x (0,27) je regularna parametrizacija dela paraboloida 2% + y? = 4z kao rotacione
povrsi. Ona se dobija rotacijom profilne krive koja prestavlja deo parabole (2u, 0,u?), u > 0, oko z—ose, gde je v € (0, 27)
ugao rotacije, ¢ime smo prekrili sve osim jednog meridijana paraboloida.

(a)
fu = (2cosv,2sinv, 2u), fo = (—2usinv, 2ucosv,0)
fuu = (07032)3 fuv - (—2 Sinv,?COS 'U,O), fvv = (_QUCOS v, _QUSinfl}’O)
fux fo= (—4u2 cos v, —4u? sin v, 4u)
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koeficijenti prve fundamentalne forme

koeficijenti druge fundamentalne forme
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Naravno, glavne krivine moguce je izracunati i kao sopstvene vrednosti matrice
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(¢) Krive u +v =3 1iu—v =1 predstavljaju prave u karti i, parametrizovane sa a(u) = (u,3 — u) i E(v) = (v+1,v),
koje se seku u tacki (2,1). Odgovarajuée krive na paraboloidu su a(u) = f(a(uw)) i f(v) = f(B8(v)). Neka je ¢ trazeni
ugao izmedu krivih o i 8. Tada je
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3. Izracunati povrsinu povrsi z = 1/5(x? + y?) izmedu ravni z = 1 1 z = 5. Izracunati geodezijsku i normalnu krivinu krive
u preseku povrsi i ravni z = 5.

Resenje. Data povrs je gornja polovina konusa. Ovaj skup tacaka, bez jedne izvodnice konusa, mozemo videti kao sliku
elementarne povrsi r(p, 0) = (pcos @, psin6,/5p), (p,0) € (0,4+00) x (0,27). Iz

r, = (cosf,sinb, V5), rg = (—psiné, pcos6,0),

n= (ﬁcos@,ﬁsin@,%),
6 0
1_(0 pQ).

Presek ravni z = 1, odnosno z = 5 sa konusom su kruznice ¢ije su projekcije na xy—ravan date sa p = 5 odnosno

lako dobijamo normalu povrsi

kao i matricu prve fundamentalne forme

p = /5. Deo povréi izmedju ravni z = 11 z = 5 u karti predstavlja kruzni prsten D izmedu pomenutih kruznica, pa je
trazena povrsina
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Presek ravni z = 5 sa konusom je kruznica v(6) = (v/5cosf,v/5siné,5), @ € (0,27). Njena prirodna parametrizacija je
~(s) = (\/gcos i, V5 sin i7 5), s € (0,2+/57). Vektori brzine i ubrzanja su
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Duz krive v (s = v/50) vektori n, T i n x T ¢ine ortonormiranu bazu (7" je tangentni vektor), pri emu je
7' = kpn + Kkg(n x T).

Normalna krivina krive « iznosi
1" ]‘
Kn = <’7 ,TL> = \/67

dok je geodezijska krivina

kg = <'}/,7n X T> = [naryla’}//] =

o

1
Kako je ”obi¢na” krivina krive v jednaka %, lako se proveri da zaista vazi veza izmedu krivina
K* = Iii + mg.
Napomena. Kriva v iz zadatka, kao i svaka paralela na konusu, nije ni asimptotska ni geodezijska linija. Izvodnice konusa
su, pak, i geodezijske i asimptotske linije.



4. Dokazati da na parabolickom cilindru r(u,v) = (u,

(a) v — parametarske linije su geodezijske;

2

: v) vazi:

(b) prirodno parametrizovana u — parametarska linija a(s) = r(u(s),vo) je geodezijska ako je

u?(1 + u?) = const.

Resenje. Parabolicki cilindar r(u,v) = (u, "72, v) je pravolinijska povrs koja se dobija od parabole y = % u ry—ravni, sa
generatrisama paralelnim z—osi. Koeficijenti prve fundamentalne forme ove povrsi su B = 1442, F = 0, G = 1. Koristedi

formule
rlo_ GE, - 2FF,+ FE, rlo_ GE, — FG, rLo_ 2GF, - GG, — FG,
H 2(EG — F2) 127 2(EG — F2)’ 2 2(EG — F2)
2 _ 2FF, — FE, — FE, 2 _ EG, - FE, r2 _ EG, - 2FF, + FG,
e 2(EG — F?) 7 127 9(EG — F2)’ 2 2(EG — F2)
tj. u skra¢enom obliku
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dobijamo da je samo jedan Kristofelov simbol razli¢it od nule I'}; = H—LQ
U

Kriva v : I — R3, v = (s) je geodezijska na elementarnoj povrsi r : U — R? akko funkcije u = u(s) i v = v(s) date sa
v(s) = r(u(s),v(s)) zadovoljavaju sistem diferencijalnih jednacina

u" + Ty (u)? + 20100 + Do (v)? = 0,
v+ T2, () 4 25,0’y + T2,(v))? = 0.
U slucaju povrsi date u zadatku, sistem se svodi na samo jednu diferencijalnu jedna¢inu

u’ + (u)? = 0. (1)

1+ u?

Nije tesko pokazati da je potreban uslov da bi kriva y(s) bila geodezijska da parametar s bude proporcionalan prirodnom
parametru.

2
(a) v—parametarske linije u = uy = const su prave S(v) = (uo, ”—20,11), v € R. Ocigledno je parametar v ovih krivih
ujedno i prirodni parametar i vazi v’ = 1, v’ = v = 0, pa je jednac¢ina (1) zadovoljena.
Napomena. Svaka prava koja lezi na nekoj povrsi je geodezijska na toj povrsi, posmatrana sa odgovarajuc¢om

parametrizacijom.
b) u—parametarske linije v = vy = const su parabole a(s) = r(u(s),vq) = (u(s), ﬁ, vg) koje leze u ravnima paralelnim
2
xy—ravni. Jednaéina (1) je ekvivalentna jednacini (1 + u?)u” 4+ u(u’)? = 0, pa dobijamo

(W21 +u?) = 2u'u" (1 4+ u?) + 2u(v')® = 2u' (1 + v?)u" + u(v')?) = 0,
odakle sledi zakljuéak u/?(1 + u?) = const.
Napomena. Uslov v/?(1 + u?) = const vazi ¢im je kriva a(s) = r(u(s), vo) prirodno parametrizovana, nezavisno od

toga §to je geodezijska. Medutim, mi smo upravo pokazali da isti zakljuc¢ak vazi i za sve odgovarajuée parametrizovane
geodezijske linije na povrsi r (a ne samo za one parametrizovane prirodnim parametrom).



5. Data je povrs r(u,v) = (3ucosv,3usinv,v), u > 0, v € (—7, 7).

(a) Odrediti asimptotske linije.
(b) Dokazati da su linije krivine date sa v = £1In(3u + v9u? + 1) + const.

Resenje. Povrs 7 : (0,+00) x (—m,m) — R3 data sa
r(u,v) = (Bucos v, 3usinv,v) = (0,0,v) + u(3 cos v, 3sin v, 0)
je beskonacni helikoid. Koeficijenti prve i druge fundamentalne forme dati su slede¢im matricama
-3
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(a) Kako su koeficijenti druge fundamentalne forme e = g = 0, f # 0, jedine asimptotske krive su koordinatne krive
(zadatak sa vezbi). Naime, jednac¢ina
euw? + 2fu'v' 4+ gv'? =0

asimptotskih linija a(s) = r(u(s),v(s)) na povrsi svodi se na

fu'v' =0,
odakle je u' = 0 ili v/ =0, tj. u = const ili v = const.
(b) Iz uslova
7(1}/)2 u'v' 7(1/)2
E F G =0
e f g

koji zadovoljavaju glavne linije a(s) = r(u(s),v(s)) na povrsi, dobijamo diferencijalnu jednaéinu ¢ija su ona resenja
9(u')? = (9u* 4+ 1)(v')% (2)
Stavljajuéi u = s, tj. v = v(u), ovu jednacinu mozemo eksplicitno resiti po v:
(d) _ 9
du) — u2+1’

v 3

=+
du Vou2 +1

v = j:/#du
Vou +1 7
v = +1In(3u + v/9u? + 1) + const.

Naravno, dovoljno je samo zamenom proveriti da data reSenja u tekstu zadatka zadovoljavaju jednacinu (2).



