Geometrija 3, prvi kolokvijum 2012. Prezime i ime, broj indeksa, grupa
ResSenja
1. Skicirati sledece krive i ispitati njihovu regularnost (¢t € R):
(a) aft) = (e',e7"); (b) B(t) = (0,%,0); (c) v(t) = (3sint, 3cost, t).

Resenje.

(a) (b) (c)

(a) Kako e’ € (0,+00) zat € Rie'-e " =1, u pitanju je desna grana hiperbole y = 1 u ravni R?.
Kako je o/(t) = (e*, —e™ ), kriva je regularna u svim tackama.
(b) Kako t* € R za t € R, u pitanju je cela y—osa prostora R3.
Kako je f'(t) = (0, 3t2,0), kriva je regularna u svim tackama osim u ¢ = 0.
(¢) Data kriva je levi heliks (zbog obrnute parametrizacije kruznice u projekeiji), koji lezi na standardnom cilindru
poluprecnika 3.
Kako je 7/(t) = (3cost, —3sint, 1), kriva je regularna u svim tackama.

N

. Data je kriva « svojom parametrizacijom a(t) = a(sint7 cost + In(tg %)), te (O, g), a > 0.

(a) Dokazati da je rastojanje izmedu proizvoljne tacke ove krive i preseka sa y—osom tangente u toj tacki konstantno.

(b) Dokazati da parametar ¢ predstavlja ugao izmedu tangentnog vektora u proizvoljnoj tacki krive i y—ose.

Resenje.

(a) Vektor brzine krive je o/(t) = a(cost, —sint + siit) = a(cost, Cgftt), pa se za vektor pravca tangente u proizvoljnoj

tacki moze uzeti vektor (sint,cost). Jednacina tangente u proizvoljnoj tacki A(asint,acost + aln(tg %)) je

x—asint y—acost—aln(tg %)
sint cost '
Preseénu tacku sa y—osom dobijamo za z = 0: B(O,aln(tg%)). Duzina duzi AB jednaka je intenzitetu vektora

—
BA = (asint,acost) i iznosi a, nezavisno od toga koja je vrednost parametra t € (07 %)

!

A
(b) Kako je vektor pravca tangente (sint,cost), tvrdenje je ocigledno. Moze se i direk-
tno izra¢unati ugao 1 izmedu ovog vektora i vektora pravca y—ose (0,1): costp =
/] ||<(s(fr112tccc>$)t\)||(\(zol)1i\ = cost => ¢ = t (uglovi su iz intervala (0,%)). Takodje, ugao
zf moze se dobiti i kao ostar trougla OBC, gde je C' presetna tacka tangente sa x—osom:
P C(—atgtln(tg %),0), a O koordinatni pocetak.

Napomena. Kriva iz zadatka zove se traktrisa (ili pseéa kriva). Dobija se kao trag koji opisuje jedan kraj stapa duzine
a (zamislimo da je u pitanju pas na povodcu), koji je na pocetku u tacki (a,0), dok se drugi kraj stapa (vlasnik psa)
ravnomerno pomera duz y—ose, iz koordinatnog pocetka. Za t € (O, g) dobija se donja grana krive, dok za t € (0,7)
cela kriva (koja ima Spic za t = 7 i u toj tacki nije regularna). U literaturi se moze susresti i situacija u kojoj z— i y—
koordinata zamene mesta. Tada je parametar najcesée ugao izmedu tangente i pozitivnog kraja x— ose.



3. Izracunati duzinu krive date svojom polarnom parametrizacijom p(6) = asin® (g), a>0,0¢€]l0,3n].

Resenje. Koristi¢emo formulu za duzinu luka krive zadate u polarnom obliku:

/ﬁ N osi (2)) (s (&) o (2) )

3
:a/sin2 <9)d9—/(1005<29>>d9—m.
3 2 3 2
0 0

Napomena. Iz periodi¢nosti funkcija koje u¢estvuju u parametrizaciji krive jasno je da je u pitanju zatvorena kriva, kao
i da za 6 € [0, 3] upravo dobijamo celu njenu duzinu.

4. Neka je a kriva data svojom parametrizacijom «(t) = (0,t,cht), t € R. Odrediti prirodnu parametrizaciju, Freneov reper,
krivinu i torziju krive «. Skicirati krivu i na njoj reper u tacki (0,0, 1).

(Pomoé: (arshz) = ﬁ)

Resenje.

Kriva predstavlja lan¢anicu z = chy u yz—ravni.
B Koristeci standardne formule, nakon kraceg racuna dobijamo:

e vektor brzine i brzina: o/ (t) = (0,1,sht), ||o/(t)|| = V1 4 sh*t = cht;

¢ t
e funkcija duzine luka: s(t) = /||o/(t)Hdt = /ch tdt = sht = ¢ = arsh s;

e prirodna parametrizacija: a(s) = (0,arshs,ch (shs)) = (0,arsh s, V1 + s?), s € R;

e tangentni vektor: T'(s) = o/(s) =

(0. 7= 725) T(0) = gty = (0. g thit);

), 6(s) = lla(s)]| = 2z K(t) = g

. . . _ =S 1
e krivina: o'’(s) = (07 (1+52)% ’ (1+52)%

e normalni vektor: N(s) = a':((:)) = (0, \/%, \/117), N(t) = (0, —tht, ﬁ),
e binormalni vektor: B(s) =T(s) x N(s) = (1,0,0) = B(t);

e torzija: 7 =0 (kriva je ravanska, a dobija se i direktno iz formule).

U tacki (0,0,1) (za t = s = 0) dobijamo T = (0,1,0), N = (0,0,1), B = (1,0,0).

5. (a) Dokazati da za regularnu krivu (x # 0) parametrizovanu prirodnim parametrom vazi
IN'|2 =T + || B||?.
(b) Normalna ravan u proizvoljnoj tacki regularne krive je ravan koja sadrzi tu tacku i normalna je na tangentni vektor
T. Dokazati da normalne ravni proizvoljne regularne sferne krive seku sferu po velikim krugovima.



Resenje.
(a) Koriste¢i Freneove formule i ¢injenicu da je Freneova baza ortonormirana, lako dobijamo:
1Tl = lN | = &[N = &

IN'|| = || = &T +7B| = /< —KT+TB,—/@T+TB>:\/(—H)Q—l—TQ:\//12—1—7'2
|B'l| = || = 7N| = | = 7|IN]| = |7,

odakle sledi trazena formula.

(b) Neka je o : I — R3 sferna kriva parametrizovana prirodnim parametrom s (§to mozemo pretpostaviti bez umanjenja
opstosti jer je kriva regularna). Ako je C centar krive, a r poluprecnik, vazi |a(s) — C|| = r, tj. < a(s) — C,a(s) —
C >= r?. Diferenciranjem (po s) poslednjeg izraza, dobijamo < T'(s),a(s) — C > + < a(s) — C,T(s) >= 0, tj.
< T(s),a(s) —C >=0. Prema tome, vektor a(s) — C je normalan na vektor T'(s), pa pripada normalnoj ravni krive
u tacki a(s). Odatle sledi da centar C sfere pripada normalnoj ravni, §to znaci da je presek normalne ravni i sfere
veliki krug.

6. Odrediti parametrizaciju ravanske krive (do na izometriju prostora E?) ¢ija je krivina (s je prirodni parametar) s(s) = —~=.

a1
Resenje. Uzecemo so =0, pa je 0(s) = [ —=du = /s 1 a(s) = (z(s),y(s)), pri cemu je

o 2Vu
S S

x(s) = /cos Vtdt, y(s) = /sin Vidt.

0 0

Nakon smene z = /£, primenom parcijalne integracije dobijamo:

.
] ;

Jedna moguéa parametrizacija je a(s) = (2(y/ssin+/s + cos /s — 1), 2(sin /s — v/scos/5)).

Napomena. Kriva iz zadatka je reparametrizacija tzv. kruzne involute. Ova kriva je standardno parametrizovana sa
a(cost + tsint,sint — tcost), a > 0, t € R. Dobija se kao trag koji opisuje slobodan kraj Stapa promenljive duzine ¢iji se
jedan kraj pomera po kruznici polupreénika a, u svakom trenutku postavljen u pravcu tangentnog vektora, duzine s(t),
gde je s(t) duzina luka kruznice merena od t = 0 do tekuée tacke. Na ovaj nacin se uvek od postojeée krive moze dobiti
nova kriva.



