Geometrija 3, prvi kolokvijum, 08.04.2011. Ime i prezime, broj indeksa, grupa

ResSenja

1. Neka je o : T — R3 preslikavanje dato sa a(t) = (e~5 cos 5t, —e ! sin 5t, e ~5%).

(a) Odrediti najvedi interval Z na kom je a(t) regularna kriva i skicirati njen skup slika za Z = (=2, 2m).
b) Odrediti prirodnu parametrizaciju krive o i duzinu luka krive « na intervalu (—2m, 27).

(

(¢) Odrediti krivinu i torziju krive a.

(d) Odrediti Freneov reper krive o. Napisati Freneove formule krive « koristeéi dobijene podatke.
(

e) Odrediti ugao izmedu vektora polozaja i tangentnog vektora krive o u tacki P = a(tp).
Resenje.

(a) Vektor brzine krive a je o/(t) = (—5e 5! cos 5t — be 5! sin 5t, 5e ~5! sin 5t — 5e ! cos 5t, —5e~>t), pa je brzina krive
o/ (t)|| = 5v/3e~5t. Kako je brzina krive ocigledno uvek razlicita od nule, kriva je regularna u svakoj tacki i najveéi
skup koji mozemo uzeti za domen parametra t je T = R. Kako koordinate krive zadovoljavaju x2 4+ y? = 22, kriva
lezi na konusu.

(b) Ra¢unaéemo duzinu luka od tekuée tacke do tacke t = +00 (koja odgovara koordinatnom pocetku u R?® kome se kriva
priblizava proizvoljno blizu, ali ga ne sadrzi). Naime, ispostavice se da je ova duzina konacna, a funkcija duzine luka
i njen inverz u ovom slucaju imaju najpogodniji oblik. Naravno, mogudée je birati i druge vrednosti (npr. ¢ = 0).
+oo
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Prirodna parametrizacija krive glasi
a(s) = (jg cos (ln jg), %sin <1D\;§>7\j§> .
Duzina krive na intervalu (—27, 27) (zapravo na segmentu [—27, 27]) iznosi s(—27) —s(27) = v/3(e!°" —e~197) (tacka

koja odgovara vrednosti t = —27 je dalja od ¢ = 400 nego sto je tacka t = 27). Ovo smo mogli dobiti i integracijom
brzine krive

21 o
/ o' (t)||dt = / 5v/3e 2t dt = \/§(610w _ 67107'—),
-2 —27

(c), (d) Koristeéi standardne formule za prirodno parametrizovanu krivu, dobijamo (naravno, u svim racunima naravno
moguce je koristiti i zadatu parametrizaciju i odgovarajuce formule):

T(s) = o/(s) = % <cos (m jg) —sin (m \%) sin <1n \jg) + cos <ln jg) , 1) ,
T'(s) = o' (s) = ﬁ (— sin (m \%) — cos <1n \jg) , cos (m \%) — sin (m \;g) ,0) ,

N(s) = O;”(f)) _ g (_sm (lﬁ> ~cos <1¢§> <lﬁ) sin (Wﬁ) ,o) ,

B(s) = T(s) x N(s) = ? <sin (m \%) o (m \%) ,—sin <1n jg) — cos <ln \;g) ,2) ,




Koristeci dobijene vektore Freneove baze, krivinu i torziju, lako proveravamo Freneove formule:
1 s s s s
T(s) = — (— sin (111 ) — cos <1n ) , COS (111 ) — sin (ln ) ,0)
(e V3s V3 V3 V3 V3

_ \/gi : g (—Sin <ln \%) — cos (m \%) . cos <ln \%) —sin (m jg) ,o)

N'(s) = g (sin (ln \%) — cos (m \%) . —sin <ln jg) — cos (111 \%) ,o)
(

In \;g) — sin (m \%) sin <ln \;g) + cos <ln \;g) : 1>

B'(s) = %6 <sin <ln jg) cos (m \%) sin (m \%) — cos <1n \%) ,0>

N
_ _% . g (—sin (ln \%) — cos (m \%) , cos <ln \%) _sin <1n \%) ,0)

(e) Neka je 1 trazeni ugao izmedu vektora polozaja a(tg) = (e~ cos 5tg, —e 5% sin 5tg, e ~5%0) tacke a(to) = P i tangente

u toj tacki odredene vektorom pravea o (tg) = (—5e~5% cos 5tg—5e 5% sin 5tg, e~ 5% sin 5tg—5e 5% cos btg, —He ).
< a(ty),d(tg) >
llee(to)l - lle’(to)
da je ugao izmedu vektora polozaja proizvoljne tacke i tangente u toj tacki konstantan. Istu osobinu medu ravanskim
krivama ima logaritamska spirala, $to je upravo kriva koja se dobija projekcijom krive o na xy—ravan.

Koristeéi formulu cosvy =

.. 3 . . .
lako dobijamo 1 = arccos —5 | Prema tome, kriva @ ima osobinu

K . .

Napomena. Ova kriva ima osobinu — = /2, $to je konstanta, pa kriva spada u klasu tzv. uopstenih heliksa. U
T

pitanju je konusni heliks, drugacije parametrizovan u odnosu na standardan nac¢in. Moze se proveriti da tangentni vektori

V3 sa z—osom (tzv. osom heliksa), tj. njenim vektorom (0,0, 1); vektori normale su

3
normalni na osu heliksa a vektori binormale zaklapaju konstantan ugao arccos ? sa osom heliksa.

zaklapaju konstantan ugao arccos

. Dat je helikoid parametrizacijom r(u,v) = (ucosv, usinv, v3v), (u,v) € U C R2.

(a) Odrediti najveéi skup U na kom je helikoid r(u,v) regularna povrs.

(b)

()

(d)
)

(e) Izracunati ugao izmedu krivih v = 0 i u = v/3v na helikoidu.

Odrediti prvu fundamentalnu formu helikoida i napisati jednac¢ine koordinatnih linija na helikoidu.
Izra¢unati povrsinu éetvorougla ABC'D na helikoidu odredenog koordinatnim krivama v =0, v = 0, u = /3, v = 1.

Izracunati obim i napraviti skicu ¢etvorougla ABCD.

Resenje.

(a) Kako je r, = (coswv,sinv,0) i r, = (—usinv,ucosv,v/3), vaz r, x r, = (V3sinv, —v/3cosv,u) i |[r, x r,| =
V3+u? # 0 za sve moguée vrednosti parametra (u,v). Prema tome, najveéi skup na kom je helikoid r(u,v)
regularna povrs je U = R?. Naravno, obi¢no se uzima ograniéen skup za U, recimo U = (0,a) x R, a = const.




(b) Koeficijenti prve fundamentalne forme povrsi r su

E=<ryr,>=1
F=<ry,r,>=0
G =< 1y,1y >=1u>+3,

pa je ona data sa ds? = du? + (u® + 3)dv?, tj. matricom

1) = ( (1) uQ(—)F?) )

Koordinatne linije dobijaju se fiksiranjem jednog od parametara i predstavljaju slike pravih u = const i v = const iz
R2. Za v = vy dobijamo u—parametarske koordinatne linije

a(u) = (ucos vy, usin vy, vV3up)
koje su ocigledno prave. Za u = ug dobijamo v—parametarske koordinatne linije
B(v) = (ug cos v, up sin v, v3v)

koje su kruzni heliksi.

(c) Element povrsine je vVEG — F2? = v/u? + 3, pa je trazena povrsina
3

1 V3
Pz//\/EG—FQdudvz//\/u2+3dudv
D 0 0

1
23/\/22+1dz
0

3 1
& :5(2\/22+1+1n|z+\/22+1|)
0
3
: = 5(V2+In(1+v2),
pri écmu je D pravougaonik u R? ograni¢en pravama u =0, v =0, v = /3, v = 1.

(d) Kako su stranice ¢etvorougla ABCD na helikoidu delovi odgovarajucih koordinatnih linija, vektori brzine tih krivih
Su upravo 7, i 7, u odgovarajuéim tackama. Trazeni obim je:

O = [|AB|| + |BC| + |[CD]| + [ AD]|

V3 1 V3 1
- / I, 0) | du + / o (V3,0) o + / (s 1)l + / 700, v) v
0 0 0 0

V3 1 V3 1
:/du+/\/6dv+/du+/\/§dv

0 0 0 0
=3v3+ V6.

(e) Date krive B(v) = (0,0,v/3v) i v(v) = (v/3vcosv, V3usinv, v/3v) se u ravni R? (tj. u karti helikoida) vide kao krive
B(v) = (0,v) (v—osa) i F(v) = (v/3v,v). Presecna tacka krivih 3 i v dobija se za vrednost parametara u = 0, v = 0.
Neka je ¢ trazeni ugao izmedu krivih 5 i ~. Tada je

< B(0),7'(0) > _ < (0),7'(0) >
1B"O) - 17O /< B(0), B'(0) > - /< 7 (0),7/(0) >

cosp =



Prema poznatim formulama za krive na povrsima, vazi

pajecosp = ——= =

3. Neka su k(t) # 0, 7(t) i v(t) = ||/(t)|| krivina, torzija i brzina krive o : I — R? klase C*. Odrediti intenzitet vektora
o' (t) u funkeiji od krivine, torzije, brzine i njihovih izvoda, ako je kriva «:

(a) prirodno parametrizovana;
(b) proizvoljna.

Resenje. Koristicemo tzv. uopstene Freneove formule. Vektori brzine i ubrzanja proizvoljno parametrizovane regularne
krive o = «(t) iznose

o =T,
o =v'T +v2kN.
Diferenciranjem poslednjeg izraza dobijamo vektor o' (t):

" =v"T +0'T' + (vV*k)'N + v?kN’
=0"T +v0'kN + 200’k + v*K')N + v3k(—kT + 7B)
= (" = 03K T + (3vv'k + v?K )N + v367B.

Kako je Freneova baza ortonotmirana, trazeni intenzitet je

”a///H _ \/(U” _ U3li2)2 + (3’lel€ + vzﬁ/)z + v6K272,

U slucaju prirodno parametrizovane krive, imamo da je brzina krive jedini¢na v = 1. Kada to ubacimo u prethodne
relacije, dobijamo

o = kN,

" = —k?T + k'N + k7B,

la”|| = vV K* + K2 + K272,



