
3. doma�i

Neka je data glatka mnogostrukost Mn. Distribucija dimenzije k > 0 na M je
preslikava�e D : M → TM koje svakoj taqki p ∈ M dode	uje vektorski potprostor
Dp ⊂ TpM dimenzije k. Distribucija dimenzije k je glatka ako za svaku taqku p ∈M
postoji okolina u ⊂M tako da na u postoje vektorska po	a X1, . . . , Xk ⊂ TM tako da
su vektori X1(x), . . . , Xk(x) baza tangentne ravni Txu, za sve x ∈ u.
1. a) Opisati distribucije dimenzije 1 na mnogostrukosti. Postoje li distribucije

dimenzije 1 koje nisu glatke?
b) Pokazati da je kontaktna struktura na kontaktnoj mnogostrukosti glatka dis-

tribucija kodimenzije 1. (Iskoristiti Darbuovu teoremu.)

Glatka distribucija D na mnogostrukosti M je involutivna ako za svaka dva
vektorska po	a X,Y ∈ D va�i [X,Y ] ∈ D.
2. a) Dati primer mnogostrukosti dimenzije 4 i na �oj involutivnu distribuciju

dimenzije 2.
b) Na mnogostrukosti iz dela pod a) na�i distribuciju dimenzije 2 koja nije invo-

lutivna.
v) Pokazati da distribucija kerα nije involutivna na kontaktnoj mnogostrukosti

(V 2n+1, ξ = kerα).
g) Dati primer neke involutivne distribucije dimenzije 2 na nekoj kontaktnoj

mnogostrukosti dimenzije 3.

Glatka distribucija D na mnogostrukosti M je integrabilna ako za svako p ∈M
postoji imerzija ι : N →M, tako da p ∈ i(N) i za sve x ∈ N va�i

dιx(TxN) = Dι(x).

Podmnogostrukost ι(N) se naziva integralna mnogostrukost distribucije D.

3. Pokazati da je svaka integrabilna distribucija i involutivna.

(Na osnovu Frobenijusove teoreme va�i ekvivalencija.)

4. a) Dati primer mnogostrukosti dimenzije 4 i na �oj integrabilnu distribuciju
dimenzije 2. Opisati sve integralne mnogostrukosti.
b) Dati primer neke integrabilne distribucije dimenzije 2 na nekoj kontaktnoj

mnogostrukosti dimenzije 3 i opisati sve integralne mnogostrukosti.
v) Pokazati da distribucija kerα nije integrabilna na kontaktnoj mnogostrukosti

(V 2n+1, ξ = kerα).

Ako je D involutivna distribucija dimenzije k na mnogostrukosti M , onda M
mo�emo predstaviti kao disjunktnu uniju imerzovanih podmnogostrukosti dimenzije
k. Ova dekompozicija se naziva folijacija mnogostrukosti M.

5. Za mnogostrukosti iz zadatka 4. odrediti folijaciju u odnosu na zadatu inte-
grabilnu distribuciju.
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Neka je data kontaktna mnogostrukost (V 2n+1, ξ = kerα) i na �oj glatka hiperpovrx
Σ2n. U svakoj taqki p ∈ Σ ravan ξp ∩ TpΣ je ili dimenzije 2n ili dimenzije 2n− 1.

6. a) Pokazati da je 2-forma dα simplektiqka na ξ.
b) Opisati simplektiqki ortogonalni komplement (ξ ∩ TΣ)⊥ ⊂ ξ kao singularnu

distribuciju dimenzije 1. Zaxto ne postoji otvoren skup na kome je ξ = TΣ?
v) Pokazati (ξp ∩ TpΣ)⊥ = ξp ∩ TpΣ, za sve p ∈ Σ, ako je n = 1.

Karakteristiqna folijacija hiperpovrxi Σ ⊂ V je folijacija u odnosu na
kontaktnu strukturu ξ i pridru�enu singularnu distribuciju (ξp ∩ TpΣ)⊥.

7. Opisati karakteristiqnu folijaciju diska z = 0, x2 + y2 ≤ π2 na R3 gde je
a) ξ = kerα = ker(xdy + dz),
b) ξ = kerα = ker(cos rdz + r sin rdθ), gde su (r, θ, z) cilindriqne koordinate na R3.

Neka je Mn glatka mnogostrukost i Ω n-forma koja nigde nije nula (forma za-
premine) na M. Neka je X vektorsko po	e na M. Jedinstvena funkcija divX koja
zadovo	ava d(ιXΩ) = (divX)Ω se naziva divergencija vektorskog po	a X.

8. Ispitati da li divergencija vektorskog po	a zavisi od izbora forme zapremine.

9. Neka je data povrx Σ sa formom zapremine Ω. Neka je X vektorsko po	e na Σ
tako da divX nije nula ni u jednoj taqki.
a) Pokazati da je ιXΩ + dz kontaktna forma na Σ × R, pri qemu je z realna koor-

dinata.
b)(*) Pokazati da integralne krive vektorskog po	a X definixu karakteristiqnu

folijaciju Σ u odnosu na datu kontaktnu strukturu.

10. Neka je C ⊂ M koizotropna podmnogostrukost simplektiqke mnogostrukosti
(M2n, ω).Distribucija (TC)⊥ se naziva karakteristiqna distribucija podmnogostrukosti
C. Dokazati da je (TC)⊥ integrabilna. (Uputstvo: koristiti formulu

dω(X,Y, Z) = X(ω(Y,Z))+Y (ω(Z,X))+Zω(X,Y )−ω([X,Y ], Z)−ω([Y, Z], X)−ω([Z,X], Y ).

(Spivak 7.13.) )


