
Integrali sa qasa 29.3.2023.

1. zadatak. ∫
1

(1 + x2)2
dx

Koristimo smenu

x = tan t

(Pretpostavimo na primer x ∈ (0, π/2) da ne bismo delili nulom). Tada je

dx =
1

cos2 t
dt, 1 + x2 =

1

cos2 t
.

Sledi,∫
1

(1 + x2)2
dx =

∫
cos2 tdt =

1

2

∫
(1+cos 2t)dx =

1

2
(t+

1

2
sin 2t)+c =

1

2
(t+sin t cos t)+c.

Sada treba vratiti promen	ivu x. Koristimo da je t = arctg x, kao i

cos t =
1√
1

cos2 t

=
1√

cos2 t+sin2 t
cos2 t

=
1√

1 + tan2 t
=

1√
1 + x2

sin t =
√

1− cost =

√
1− 1

1 + x2
=

x√
1 + x2

.

Dakle, ∫
1

(1 + x2)2
dx =

1

2
(arctg x+

x

1 + x2
) + c.

2. zadatak. ∫ √
x2 − 1dx

1. naqin - Koristimo smenu

x =
1

sin t

(Pretpostavimo na primer x ∈ (0, π/2) da ne bismo delili nulom.) Tada je

dx = − cos t

sin2 t
dt,

√
x2 − 1 =

cos t

sin t
.

Sledi, ∫ √
x2 − 1dx = −

∫
cos2 t

sin3 t
dt.

1



2

Sada uvodimo smenu

s = tan(t/2)

Tada je

cos t =
1− s2

1 + s2
, sin t =

2s

1 + s2
, dt =

2ds

1 + s2
.

Sledi

−
∫

cos2 t

sin3 t
dt = −

∫
(1− s2)2

4s3
ds = −1

4
(
s−2

−2
− 2 log |s|+ s2

2
) = −1

8
(− 1

s2
− 4 log |s|+ s2|).

Ovde smo stigli na qasu. Sada treba vratiti smenu i dobijeno rexe�e izaziti preko
x. Poxto je s = tan(t/2) i t = arcsin(1/x) moramo nekako da se oslobodimo poluugla.
Iskoristi�emo da je

sin2(x/2) =
1− cosx

2

cos2(x/2) =
1 + cosx

2
.

Zato je

tan(t/2) =
sin(t/2)

cos(t/2)
=

√
1− cos t

1 + cos t
.

Treba�e nam i

cos arcsin(1/x) =

√
1− 1

x2
=

√
x2 − 1

x
.

Konaqno

s = tan(t/2) = tan(t/2) =

√
1− cos t

1 + cos t

∗
=

√
x−
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

,

pri qemu jednakost ∗ va�i jer je t = arcsin(1/x). Sada posled�u jednakost pomno�imo

i podelimo sa x−
√
x2 + 1, pa sledi

s =

√
(x−

√
x2 − 1)2 = |x−

√
x2 − 1|.

Sada mo�emo da se vratimo da zavrximo integral. Poxto je

− 1

s2
+ s2 = −x+

√
x2 − 1

x−
√
x2 − 1

+
x−
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

= −4x
√
x2 − 1

sledi∫ √
x2 − 1dx = −1

8
(− 1

s2
− 4 log |s|+ s2|) = −1

8
(−4x

√
x2 − 1− 4 log |x−

√
x2 − 1|).

Konaqno
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∫ √
x2 − 1dx =

1

2
(x
√
x2 − 1 + log |x−

√
x2 − 1|) + c.

Primetimo da va�i i

x−
√
x2 − 1 = (x−

√
x2 − 1)

x+
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=
1

x+
√
x2 − 1

,

pa je

log |x−
√
x2 − 1| = − log |x+

√
x2 − 1|

pa se rezultat mo�e napisati i ovako∫ √
x2 − 1dx =

1

2
(x
√
x2 − 1− log |x+

√
x2 − 1|) + c.

2. naqin - Parcijalna integracija

∫ √
x2 − 1dx =

{
u(x) =

√
x2 − 1

v(x) = x

}
= x

√
x2 − 1−

∫
x

2x

2
√
x2 − 1

dx

= x
√
x2 − 1

∫
x2√
x2 − 1

dx = x
√
x2 − 1−

∫
x2 ± 1√
x2 − 1

dx

= x
√
x2 − 1−

∫ √
x2 − 1dx−

∫
1√

x2 − 1
dx

Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I zak	uqujemo

2I = x
√
x2 − 1−

∫
1√

x2 − 1
dx.

Reximo sada
∫

1√
x2−1dx.

Uvodimo smenu x = 1
sin t . Kao i gore, tada je

dx = − cos t

sin2 t
dt,

√
x2 − 1 =

cos t

sin t
.

Sledi ∫
1√

x2 − 1
dx = −

∫
1

sin t
dt.

Sada uvodimo smenu

s = tan(t/2)

Tada je

sin t =
2s

1 + s2
, dt =

2ds

1 + s2
,
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pa je ∫
1

sin t
dt =

∫
ds

s
= log |s|+ c.

Kao i u prethodnom naqinu, treba vratiti smenu. Poxto je

s =

√
x−
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

,

sledi

log |s| = log

√
x−
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

= log |x−
√
x2 − 1|.

Dakle, ∫
1√

x2 − 1
dx = log

∣∣∣x−√x2 − 1
∣∣∣+ c.

Konaqno ∫ √
x2 − 1dx =

1

2
(x
√
x2 − 1 + log |x−

√
x2 − 1|) + c.

3. naqin - Koristimo prvu Ojlerovu smenu√
x2 − 1 = t− x

Kvadrira�em jednakosti dobijamo

x =
t2 + 1

2t
, dx =

t2 − 1

2t2
dt

kao i

x2 − 1 =
(t2 − 1)2

(2t)2
.

Sledi ∫ √
x2 − 1dx =

∫
t4 − 2t2 + 1

4t3
dt.

Sa desne strane imamo tri tabliqna integrala, pa je∫ √
x2 − 1dx =

1

4

( t2
2
− 2 log |t| − t−2

2

)
+ c.

Sada treba vratiti smenu t = x+
√
x2 − 1 i dobija se rezultat (isti kao na prethodna

dva naqina) ∫ √
x2 − 1dx =

1

2
(x
√
x2 − 1− log |x+

√
x2 − 1|) + c.

3. zadatak. ∫
1√

x2 + 1dx
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Uvodimo smenu x = tan t i dobijamo∫
1√

x2 + 1
dx =

∫
1

cos t
dt
∗
= log

∣∣∣cosx/2 + sinx/2

cosx/2− sinx/2

∣∣∣+ c.

Jednakost ∗ smo pokazali na qasu. Sada izraz pod logaritmom pomno�imo i pode-
limo sa cosx/2 + sinx/2 i iskoristimo formule za dvostruki ugao. Sledi∫

1√
x2 + 1

dx = log
∣∣∣1 + sin t

cos t

∣∣∣+ c.

Sada iskoristimo 1
cos2 t

= tan2 t+1, pa je 1
cos t =

√
x2 + 1, pri qemu ne uzimamo koren

sa znakom minus ispred, zaro xto je cos t > 0 na zadatom intervalu t ∈ (0, π/2). Sledi∫
1√

x2 + 1
dx = log

∣∣∣x+
√

1 + x2
∣∣∣+ c.

4. zadatak ∫ √
x2 + 1dx

1. naqin - parcijalna integracija∫ √
x2 + 1dx =

{
u(x) =

√
x2 + 1

v(x) = x

}
= x

√
x2 + 1−

∫
x

2x

2
√
x2 + 1

dx

= x
√
x2 + 1−

∫
x2√
x2 + 1

dx = x
√
x2 + 1−

∫
x2 ± 1√
x2 + 1

dx

= x
√
x2 + 1−

∫ √
x2 + 1dx+

∫
1√

x2 + 1
dx.

Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I zak	uqujemo

2I = x
√
x2 + 1 +

∫
1√

x2 + 1
dx.

Integral sa desne strane smo izraqunali u prethodnom primeru, pa sledi∫ √
x2 + 1dx =

1

2
(x
√
x2 + 1 + log

∣∣∣x+
√
1 + x2

∣∣∣) + c.

2. naqin - smena x = tan t. Dobijamo∫ √
x2 + 1dx =

∫
1

cos3 t
dt.

Integral na desnoj strani se mo�e rexiti uvo�e�em smene

s = tg
t

2
.
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Tada sledi ∫
1

cos3 t
dt = 2

∫
(1 + s2)2

(1− s2)3
ds...


