
Pred-Hilbertov prostor.

Podsetimo se definicije vektorskog po	a X nad po	em R. (Podsetiti se defini-
cije po	a iz Analize 1.)

Definicija. Neka jeX neprazan skup. Ure�ena trojka (X,+, ·) se naziva vektorski prostor
nad po	em R ako va�i:

1. (X,+) je Abelova (komutativna) grupa.

2. Operacija · : R×X → X se naziva mno�e�e skalarom i zadovo	ava slede�e:

- α(x+ y) = αx+ αy, za sve x ∈ X i sve α, β ∈ R.
- (α+ β)x = αx+ βy, za sve x ∈ X i sve α, β ∈ R.
- α(βx) = (αβ)x, za sve x ∈ X i sve α, β ∈ R.
- 1x = x, za sve x ∈ X.
Elemente skupa X nazivamo vektorima, a elemente po	a R skalarima.

Primer. (Rn,+, ·) je vektorski prostor nad po	em R, pri qemu je

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn),

za sve (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn i sve λ ∈ R.

Definicija. Skalarni proizvod na vektorskom prostoruX nad po	em R je funkcija

〈·, ·〉 : X ×X → R

koja zadovo	ava slede�e

1) 〈λx+ µy, z〉 = λ〈x, z〉+ µ〈y, z〉, za sve x, y, z ∈ X i sve λ, µ ∈ R (linearnost).

2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, za sve x, y ∈ X (simetriqnost).

3) 〈x, x〉 ≥ 0 (pozitivna definitnost) i
〈x, x〉 = 0 akko x = 0 (nedegenerisanost).

Stav. a) Va�i linearnost po drugoj promen	ivoj.

b) Za svaki vektor x ∈ X va�i 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0.

Dokaz. a) 〈x, λy + µz〉 2)
= 〈λy + µz, x〉 1)

= λ〈y, x〉 + µ〈z, x〉 2)
= λ〈x, y〉 + µ〈x, z〉, xto je i

trebalo pokazati.

2) 〈x, 0〉 = 〈x, 0 + 0〉 = 〈x, 0〉+ 〈x, 0〉. Dakle 〈x, 0〉 = 0. Sliqno va�i 〈0, x〉 = 0. �

Definicija. Pred-Hilbertov prostor je vektorski prostor koji je snabdeven
skalarnim proizvodom.

Primer. Skalarni proizvod na vektorskom prostoru (Rn,+, ·) se mo�e definisati
sa

〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.
1
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Stav. Neka je X pred-Hilbertov prostor. Tada za sve x, y ∈ X va�i

1) |〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉 (Koxi-Xvarcova nejednakost).

2)
√
〈x+ y, x+ y〉 ≤

√
〈x, x〉+

√
〈y, y〉 (Nejednakost Minkovskog).

Dokaz. 1) Za svako λ ∈ R va�i

0 ≤ 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ 2λ〈x, y〉+ λ2〈y, y〉.

Ako posled�i izraz posmatramo kao kvadratnu jednaqinu sa promen	ivom λ, onda
zak	uqujemo da je �ena diskriminanta D = b2 − 4ac ma�a ili jednaka nuli, tj

4〈x, y〉2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 ≤ 0.

Dakle, 〈x, y〉2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉. Kvadratni koren je rastu�a funkcija, pa se korenova�em
dobija tra�ena nejednakost.

2)

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤ 〈x, x〉+ 2|〈x, y〉|+ 〈y, y〉,
K-X

≤ 〈x, x〉+ 2
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉+ 〈y, y〉,

= (
√
〈x, x〉+

√
〈y, y〉)2.

Korenova�em sledi tra�ena nejednakost. �

Primer. 1) |x1y1 + · · · + xnyn| ≤
√
x21 + · · ·x2n

√
y21 + · · ·+ y2n (Koxi-Xvarcova

nejednakost).

2)
√

(x1 + y1)2 + · · · (xn + yn)2 ≤
√
x21 + · · ·x2n+

√
y21 + · · ·+ y2n (Nejednakost Minkovskog).

Definicija. Neka je X pred-Hilbertov prostor nad po	em R. Tada je norma
vektora x ∈ X definisana sa

||x|| =
√
〈x, x〉.

Stav. Osobine norme su

1) ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 akko x = 0.

2) ||λx|| = |λ|||x||, za sve λ ∈ R.
3) |〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y|| (Koxi-Xvarcova nejednakost).

4) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (Nejednakost Minkovskog).

Definicija. Vektori x ∈ X i y ∈ X su ortogonalni ako va�i 〈x, y〉 = 0.

Pitagorina teorema. Ako su vektori x ∈ X i y ∈ X ortogonalni onda va�i

||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2.

Dokaz. Na osnovu linearnosti skalarnog proizvoda va�i

||x+ y||2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ||x||2 + 2〈x, y〉+ ||y||2 = ||x||2 + ||y||2.

Time je dokaz zavrxen. �
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Definicija. Neka je X pred-Hilbertov prostor. Skup vektora ei ∈ X, i ∈ I se
naziva ortonormirani sistem ako za sve i, j ∈ I va�i

〈ei, ej〉 =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

Primer. Vektori ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0), i = 1, . . . , n, je ortonormiran sistem na
Rn.

Stav. Svaki ortonormiran sistem je linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je dat {ei ∈ X, i ∈ I} ortonormiran sistem vektora. Treba pokazati
da za proizvo	ne ortonormirane vektore ei1 , . . . , eim va�i ako je

λ1ei1 + · · ·+ λmeim = 0,

tada je λ1 = · · ·λm = 0. Za svako k = 1, . . . ,m va�i

0 = 〈λ1ei1 + · · ·+ λmeim , eik〉 = λ1〈ei1 , eik〉+ · · ·+ λm〈eim , eik〉 = λk.

Time je dokaz zavrxen. �

Definicija. Neka je X pred-Hilbertov prostor i {en ∈ X, n ∈ N} ortonormiran
sistem. Realni brojevi

αn = 〈x, en〉
se nazivaju Furijeovi koeficjenti vektora x ∈ X u odnosu na ortonormiran sistem
{en ∈ X, n ∈ N}.

Stav. Neka je X pred-Hilbertov prostor i {en ∈ X, n ∈ N} ortonormiran sistem.
Tada za svaki vektor x ∈ X i sve n ∈ N va�i

||x−
n∑
k=1

λkek||2 ≥ ||x||2 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2,

pri qemu su λ1, . . . , λn ∈ R proizvo	ni realni brojevi. Jednakost va�i ako i samo ako
je λk = 〈x, ek〉, za sve k = 1, . . . , n.

Dokaz.

||x−
n∑
k=1

λkek||2 = 〈x, x〉 − 2
n∑
k=1

λk〈x, ek〉+
n∑
k=1

n∑
j=1

λkλj〈ek, ej〉

= 〈x, x〉 − 2
n∑
k=1

λk〈x, ek〉+
n∑
k=1

λ2k

= 〈x, x〉+
n∑
k=1

(λk − 〈x, ek〉)2 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2

≥ 〈x, x〉 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2.
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Oqigledno, jednakost va�i ako i samo ako je λk = 〈x, ek〉, k = 1, . . . , n. �

Stav. (Beselova nejednakost) Neka je X pred-Hilbertov prostor i {en ∈ X, n ∈ N}
ortonormiran sistem. Tada za svaki vektor x ∈ X va�i da red realnih brojeva∑∞

n=1〈x, en〉2 konvergira i va�i
∞∑
n=1

〈x, en〉2 ≤ ||x||2.

Dokaz. Ako u prethodnom stavu iskoristimo λk = 〈x, ek〉, k = 1, . . . , n va�i jed-
nakost

||x−
n∑
k=1

λkek||2 = ||x||2 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2.

Poxto je izraz na levj strani sigurno nenegativan, onda va�i i

||x||2 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2 ≥ 0.

Time smo pokazali nejednakost
∑∞

n=1〈x, en〉2 ≤ ||x||2. Dakle, tra�eni red je ograniqen,
a poxto mu je opxti qlan nenegativan, znaqi da mu je niz parcijalnih suma monotono
rastu�i niz. Poxto je niz parcijalnih suma i ograniqen, onda je konvergentan. Dakle,
tra�eni red konvergira. �

Posledica. Za svako x ∈ X va�i

lim
n→∞

〈x, en〉 = 0.

Dokaz sledi iz Beselove nejednakosti i iz qi�enice da opxti qlan konvergentnog
reda te�i nuli.

Realni brojevi

〈x, en〉
se nazivaju Furijeovi koeficijenti vektora x ∈ X u odnosu na ortonormiran sistem
{en ∈ X, n ∈ N}.

Na osnovu prethodne posledice vidimo da Furijeovi koeficijenti vektora x ∈ X
uvek te�e ka nuli.

Da bismo mogli da definixemo Furijeov red kao limes parcijalnih suma, treba
nam definicija limesa niza vektora.

Konvergencija vektora u pred-Hilbertovom prostoru.

Neka je X pred-Hilbertov prostor.
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Definicija. Ka�emo da niz vektora xn ∈ X, n ∈ N, konvergira ka vektoru
x ∈ X ako va�i

lim
n→∞

||xn − x|| = 0.

Koristimo oznaku

lim
n→∞

xn = x.

Primer. 1) Ako je X = R konvergencija vektora je zapravo limes realnih brojeva.

2) Ako je X = Rk tada va�i da niz vektora xn = (x1n, . . . , x
k
n) ∈ Rk konvergira ka

vektoru x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk ako i samo ako va�i

lim
n→∞

√
(x1n − x1)2 + · · ·+ (xkn − xk)2 = 0,

xto je ekvivalentno uslovu

lim
n→∞

xjn − xj = 0, j = 1, . . . , k.

Lema. Ako niz vektora xn ∈ X konvergira ka vektoru x ∈ X, onda je taj niz
ograniqen, tj. postoji M > 0 tako da za sve n ∈ N va�i

‖ xn ‖< M.

Dokaz. Iz definicije konvergencije vektora, sledi da niz realnih brojeva ‖ xn−
x ‖ konvergira, pa je ovaj niz ograniqen, tj. postoji M1 > 0 tako da za sve n ∈ N va�i
‖ xn − x ‖< M1. Sledi,

‖ xn ‖=‖ xn ± x ‖≤‖ xn − x ‖ + ‖ x ‖< M1+ ‖ x ‖=M.

za sve n ∈ N. �

Stav 1. Neka je limn→∞ xn = x i limn→∞ yn = y. Tada va�i

lim
n→∞

〈xn, yn〉 = 〈x, y〉.

Primetimo da su prva dva limesa limesi vektora, a rezultat je limes realnih brojeva.

Dokaz. Neka je ε > 0 proizvo	no. Treba pokazati da postoji n0 ∈ N tako da za
sve n ≥ n0 va�i |〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| < ε. Poxto je niz vektora xn konvergentan, onda na
osnovu prethodne leme sledi da postoji M > 0 tako da za sve n ∈ N va�i

‖ xn ‖< M.

Da	e, iz definicije konvergencije vektora sledi da postoje n1 ∈ N i n2 ∈ N takvi
da za sve n ≥ n1 va�i ‖ xn − x ‖< ε

2‖y‖ i za sve n ≥ n2 va�i ‖ yn − y ‖< ε
2M . Neka je
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n0 = max{n1, n2}. Tada za sve n ≥ n0 va�i

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 ± 〈xn, y〉 − 〈x, y〉|,
≤ |〈xn, yn〉+ 〈xn, y〉|+ |〈xn, y〉 − 〈x, y〉|,
= |〈xn, (yn − y)〉|+ |〈(xn − x), y〉|,
K-X

≤ ‖ xn ‖‖ yn − y ‖ + ‖ xn − x ‖‖ y ‖,

< M
ε

2M
+ ‖ y ‖ ε

2 ‖ y ‖
= ε.

Time je dokaz zavrxen. �

Furijeovi redovi.

Neka jeX pred-Hilbertov prostor i {en ∈ X, n ∈ N} ortonormiran sistem vektora.
Realni brojevi 〈x, en〉 se nazivaju Furijeovi koeficijenti vektora x ∈ X u odnosu na
ortonormiran sistem {en ∈ X, n ∈ N}, a red

∞∑
n=1

〈x, en〉en

se naziva Furijeov red vektora x ∈ X u odnosu na ortonormiran sistem {en ∈ X, n ∈
N}.

Dakle, dati red je limes niza vektora parcijalnih suma sn = e1 + · · · + en. (Zato
nam je trebala definicija limesa vektora.)

Stav. Neka je X pred-Hilbertov prostor i {en ∈ X, n ∈ N} ortonormiran sistem.
Tada za svaki vektor x ∈ X i sve n ∈ N va�i

‖ x−
n∑
k=1

λkek ‖≥‖ x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek ‖,

pri qemu su λ1, . . . , λn ∈ R proizvo	ni realni brojevi. Jednakost va�i ako i samo ako
je λk = 〈x, ek〉, za sve k = 1, . . . , n.

Dokaz. Neka je y =
∑n

k=1 λkek. Tada je

x− y =
(
x−

n∑
k=1

〈x, ek〉ek
)
+
( n∑
k=1

〈x, ek〉ek − y
)
.

Primetimo da je prvi sabirak na desnoj strani vektor v1 = x −
∑n

k=1〈x, ek〉ek ortog-
onalan na sve vektore ek, k = 1, . . . , n, (tj. 〈v1, ek〉 = 0,) a drugi sabirak je vektor
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v2 =
∑n

k=1(〈x, ek〉 − λk)ek. Dakle, 〈v1, v2〉 = 0, pa mo�emo primeniti Pitagorinu teo-
remu i va�i

‖ x− y ‖2≥‖ x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek ‖2 .

Time je dokaz zavrxen. �

Prethodni stav pokazuje da je parcijalna suma Furijeovog reda vektora najbo	a
aproksimacija tog vektora. U nastavku �emo se baviti pita�em kada Furijeov red
vektora x konvergira ka tom vektoru x.

Definicija. Neka je X pred-Hilbertov prostor. Ortonormiran sistem vektora
{en ∈ X, n ∈ N} je potpun ili baza prostora X ako za svako x ∈ X va�i

x =
∞∑
n=1

〈x, en〉en

Stav. (Parsevalova jednakost) Ako je {en ∈ X, n ∈ N} potpun ortonormiran
sistem, onda za svako x ∈ X va�i

∞∑
n=1

〈x, en〉2 = ||x||2.

Dokaz.

||x||2 = 〈x, x〉 =
〈 ∞∑
n=1

〈x, en〉en,
∞∑
n=1

〈x, en〉en
〉

=
〈

lim
n→∞

n∑
k=1

〈x, ek〉ek, lim
n→∞

n∑
j=1

〈x, ej〉ej
〉

∗1
= lim

n→∞

〈 n∑
k=1

〈x, ek〉ek,
n∑
j=1

〈x, ej〉ej
〉

∗2
= lim

n→∞

n∑
k=1

n∑
j=1

〈x, ek〉〈x, ej〉〈ek, ej〉

= lim
n→∞

n∑
k=1

〈x, ek〉2 =
∞∑
n=1

〈x, en〉2.

Jednakost ∗1 va�i na osnovu Stava 1., a jednakost ∗2 va�i na osnovu bilinearnosti
skalarnog proizvoda. Time je dokaz zavrxen. �
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Pred-Hilbertov prostor C0([−π, π]).

Definicija. Funkcija f : [a, b] → R je deo po deo neprekidna ako je neprekidna
na celom intervalu [a, b] osim mo�da u taqkama x1 < · · · < xn u kojima f ima prekid
prve vrste. Dakle, za svako k ∈ {1, . . . , n} postoje limx→xk− f(x) i limx→xk+

f(x).

Primer. Svaka neprekidna funkcija je deo po deo neprekidna. Funkcija sign x
je deo po deo neprekidna.

Va�e slede�e osobine:

- ako je f deo po deo neprekidna na [a, b] onda je ona ograniqena.

- ako je f deo po deo neprekidna na [a, b] onda je ona Riman-integrabilna na [a, b].

Definixemo slede�i prostor deo po deo neprekidnih funkcija

C0([−π, π]) =
{
f : [−π, π]→ R | f deo po deo neprekidna,

f(−π) = f(π) = ( lim
x→−π+

f(x) + lim
x→π−

f(x))/2,

f(xk) = ( lim
x→xk−

f(x) + lim
x→xk+

f(x))/2, k = 1, . . . , n.
}

Stav. C0([−π, π]) je pred-Hilbertov prostor.
Dokaz. C0([−π, π]) je vektorski prostor nad po	em R zato xto operacije sabira�a

dve funkcije kao i mno�e�a funkcije skalarom zadovo	avaju sve osobine vektorskog
prostora. Definiximo preslikava�e 〈·, ·〉 : C0([−π, π])× C0([−π, π])→ R sa

〈f, g〉 =
∫ π

−π
f(x)g(x)dx.

Linearnost sledi na osnovu linearnosti integrala, simetriqnost na osnovu komuta-
tivnosti proizvoda.
Ostalo je pokazati pozitivnu definitnost. Na osnovu osobina integrala sigurno

va�i
∫ π
−π f

2(x)dx ≥ 0. Poka�imo jox da ako je
∫ π
−π f

2(x)dx = 0 onda mora biti f = 0.
Ovde koristimo da u taqkama prekida xk, k = 1, . . . , n, funkcija f uzima vrednost

f(xk) = ( lim
x→xk−

f(x) + lim
x→xk+

f(x))/2.

Ako je
∫ π
−π f

2(x)dx = 0 onda je i
∫ xk
xk−1

f2(x)dx = 0, na svakom intervalu [xk−1, xk]. Sada

definixemo novu funkciju fk : [xk−1, xk]→ R na slede�i naqin

fk(x) =


f(x), x ∈ (xk−1, xk),

limx→xk−1+ f(x), x = xk−1,

limx→xk− f(x), x = xk.
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Dakle, funkcija fk je neprekidna na celom domenu. Poxto je i
∫ xk
xk−1

f2k (x)dx = 0,

onda je fk(x) = 0, za sve x ∈ [xk−1, xk]. Dakle, f(x) = 0, za sve x ∈ (xk−1, xk) kao i
limx→xk− f(x) = limx→xk−1+ f(x) = 0. Ove jednakosti va�e za svako k = 1, . . . , n. Poxto
je
f(xk) = (limx→xk− f(x) + limx→xk+

f(x))/2, zak	uqujemo i f(xk) = 0, za sve xk ∈
[−π, π].
Time je dokaz zavrxen. �

Napomena. Uslov

f(xk) = ( lim
x→xk−

f(x) + lim
x→xk+

f(x))/2,

k = 1, . . . , n, je neophodan uslov da bi skalarni proizvod bio nedegenerisan, tj da iz

jednakosti 〈f, f〉 = 0 sledi f = 0. Na primer, funkcija f(x) =

{
0, x 6= 0

1, x = 0,
jeste deo

po deo neprekidna i va�i

〈f, f〉 =
∫ π

−π
f2(x)dx = 0,

ali f 6= 0.

Teorema. Skup funkcija{ 1√
2π
,

1√
π
cosx,

1√
π
sinx,

1√
π
cos 2x,

1√
π
sin 2x, . . .

}
je ortonormiran sistem vektora u pred-Hilbertovom prostoru C0([−π, π]).
Dokaz. Treba pokazati da je skalarni proizvod svake funkcije datog skupa sa

samom sobom jednak 1, dok je skalarni proizvod dve razliqite funkcije datog skupa
jednak 0. Va�i

〈 1√
2π
,

1√
2π
〉 =

∫ π

−π

1

2π
dx = 1.

〈 1√
2π
,

1√
π
sin kx〉 =

∫ π

−π

1√
2π

1√
π
sin kxdx = 0.

〈 1√
2π
,

1√
π
cos kx〉 =

∫ π

−π

1√
2π

1√
π
cos kxdx = 0.

Sliqno,

〈 1√
π
sin kx,

1√
π
sin kx〉 =

∫ π

−π

1

π
sin2 kxdx = 1.

〈 1√
π
sin kx,

1√
π
sinnx〉 n6=k=

∫ π

−π

1

π
sin kx sinnxdx =

∫ π

−π

1

π

cos(k − n)x− cos(n+ k)x

2
dx = 0.

〈 1√
π
sin kx,

1√
π
cosnx〉 =

∫ π

−π

1

π
sin kx cosnxdx = 0.

I
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〈 1√
π
cos kx,

1√
π
cos kx〉 =

∫ π

−π

1

π
cos2 kxdx = 1.

〈 1√
π
cos kx,

1√
π
cosnx〉 n 6=k=

∫ π

−π

1

π
cos kx cosnxdx =

∫ π

−π

1

π

cos(k − n)x+ cos(n+ k)x

2
dx = 0.

Ostale jednakosti slede iz simetriqnosti skalarnog proizvoda. �

Sada kada imamo ortonormirani sistem funkcija na prostoru C0([−π, π]) mo�emo
definisati Furijeov red svake funkcije f ∈ C0([−π, π]). Koristimo slede�e oznake.

α0 = 〈f,
1√
2π
〉 =

∫ π

−π

1√
2π
f(x)dx.

αn = 〈f, 1√
π
cosnx〉 =

∫ π

−π

1√
π
f(x) cosnxdx, n ≥ 1.

βn = 〈f, 1√
π
sinnx〉 =

∫ π

−π

1√
π
f(x) sinnxdx, n ≥ 1.

Tada Furijeov red funckije f ∈ C0([−π, π]) glasi

α0
1√
2π

+

∞∑
n=1

(αn
1√
π
cosnx+ βn

1√
π
sinnx).

Primetimo da je prethodni izraz jednak

1√
2π

∫ π

−π

1√
2π
f(x)dx+

∞∑
n=1

( 1√
π
cosnx

∫ π

−π

1√
π
f(x) cosnxdx+

1√
π
sinnx

∫ π

−π

1√
π
f(x) sinnxdx

)
.

=
1

2

∫ π

−π

1

π
f(x)dx+

∞∑
n=1

(
cosnx

∫ π

−π

1

π
f(x) cosnxdx+ sinnx

∫ π

−π

1

π
f(x) sinnxdx

)
.

Dakle, Furijeov red funkcije f ∈ C0([−π, π]) glasi i

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
pri qemu je

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx, n ≥ 0.

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx., n ≥ 1.

Drugim reqima, a0 =
√
2√
π
α0, an = 1√

π
αn, bn = 1√

π
βn, n ≥ 1.
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Teorema. Skup funkcija{ 1√
2π
,

1√
π
cosx,

1√
π
sinx,

1√
π
cos 2x,

1√
π
sin 2x, . . .

}
je potpun u pred-Hilbertovom prostoru C0([−π, π]).
Napomena. Prethodna teorema ka�e da Furijeov red funkcije f ∈ C0([−π, π])

konvergira u normi ka f , tj. va�i

lim
n→∞

∫ π

−π
(f(x)− sn(x))2dx = 0,

pri qemu je sn = a0
2 +

∑n
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
funkcionalni niz parcijalnih suma

Furijeovog reda funkcije f.

Definicija. Funkcija f : [a, b]→ R je deo po deo glatka ako je neprekidno difer-
encijabilna na celom intervalu [a, b] osim mo�da u taqkama x1 < · · · < xn u kojima
f ′ ima prekid prve vrste. Dakle, za svako k ∈ {1, . . . , n} postoje limx→xk− f

′(x) i

limx→xk+
f ′(x).

Primetimo da je svaka neprekidno-diferencijabilna funkcija i deo po deo glatka.

Teorema. Svaka funkcija f ∈ C0([−π, π]) koja je deo po deo glatka jednaka je svom
Furijeovom redu taqka po taqka, tj va�i

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
.

U dokazu ove teoreme je bitan uslov

f(−π) = f(π) = ( lim
x→−π+

f(x) + lim
x→π−

f(x))/2

zato xto se funkcija produ�uje na R da bude 2π-periodiqna.

Napomena. Prethodna teorema ka�e da Furijeov red deo po deo glatke funkcije
f ∈ C0([−π, π]) konvergira taqka po taqka ka funkciji f.

Napomena. Za ravnomernu konvergenciju Furijeovog reda neophodan je jox i uslov
da je f diferencijabilna svuda (pa i neprekidna), kao i da je f ′ deo po deo neprekidna
funkcija.

Primer. Koriste�i Furijeov red funkcije f(x) = x pokazati da va�i

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

Da bismo tra�ili Furijeov red ove funkcije, malo �emo modifikavati datu funkciju
da bi va�io uslov

f(−π) = f(π) = ( lim
x→−π+

f(x) + lim
x→π−

f(x))/2.
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Posmatramo funkciju

f(x) =

{
x, −π < x < π,

0, x = ±π.

Sada va�i f ∈ C0([−π, π]) i f je deo po deo glatka pa na osnovu prethodne teoreme
Furijeov red ove funkcije konvergira taqka po taqka ka toj funkciji. Napomenimo
jox da ako funkcija promeni vrednost u konaqnom broju taqaka, �en Rimanov integral
se ne me�a. Va�i

an =
1

π

∫ π

−π
x cosnxdx = 0, n ≥ 0,

zato xto je podintegralna funkcija neparna. I va�i

bn =
1

π

∫ π

−π
x sinnxdx =

2(−1)n+1

n
, n ≥ 1,

xto se mo�e izraqunati parcijalnom integracijom. Sledi

x =

∞∑
n=1

bn sinnx =
∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sinnx, −π < x < π.

Specijalno, za x = π
2 sledi

π

2
=
∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sinn

π

2
=
∞∑
n=1

2(−1)n+1

2n− 1
.

Ekvivalentno,

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Poka�imo jox jednu primenu Furijeovih redova.

(Parsevalova jednakost.) Parsevalova jednakost za deo po deo glatku funkciju
f ∈ C0([−π, π]) glasi

‖ f ‖2= α2
0 +

∞∑
n=1

(α2
n + β2n).

Mo�e se predstaviti i ovako

1

π

∫ π

−π
f(x)2dx =

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n).

Primer. Uz pomo� Parsevalove jednakosti za funkciju f(x) = x pokazati da va�i

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Na osnovu prethodnog primera imamo an = 0, n ≥ 0 i

bn =
1

π

∫ π

−π
x sinnxdx =

2(−1)n+1

n
, n ≥ 1.

Sledi,

1

π

∫ π

−π
x2dx =

∞∑
n=1

4

n2
,

tj.

1

π

2π3

3
=
∞∑
n=1

4

n2
.

Zak	uqujemo
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.


