
Tejlorov razvoj.

Stav. Neka je dat stepeni red

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)n

na domenu konvergencije D i neka je R > 0 polupreqnik konvergencije. Tada je
funkcija f beskonaqno diferencijabilna na nekoj okolini taqke x0 i va�i

an =
f (n)(x0)

n!
.

Dokaz. Jasno je da je a0 = f(x0). Ako je R > 0 polupreqnik konvergencije, onda na
svakom zatvorenom intervalu [a, b] ⊂ (x0 −R, x0 +R) stepeni red ravnomerno konver-
gira, pa mo�emo diferencirati qlan po qlan. Dakle,

f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1,

pa je

f ′(x0) = a1.

Da	e je

f ′′(x) =

∞∑
n=2

n(n− 1)an(x− x0)n−2,

pa je

f ′′(x0) = 2a2.

I tako, za svako k ∈ N imamo

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(x− x0)n−k,

pa je

f (k)(x0) = k(k − 1) · · · 2an = k!ak.

Time je dokaz zavrxen. �

Definicija. Neka je funkcija f beskonaqno diferencijabilna u okolini taqke
x0. Tada se stepeni red

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

naziva Tejlorov red funkcije f u okolini taqke x0.

Tejlorov red funkcije f u okolini taqke x0 = 0 se naziva Maklorenov red funkcije
f .

Definicija. Funkcija f se naziva analitiqka u taqki x0 ako je jednaka sumi
svog Tejlorovog reda u nekoj okolini taqke x0.
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Primer. Da�emo primer funkcije koja nije analitiqka. Neka je

f(x) =

{
0, x ≤ 0

e−
1
x , x > 0.

Ova funkcija je beskonaqno diferencijabilna. Naime, va�i

f ′(x) =

{
0, x < 0
1
x2
e−

1
x , x > 0,

dok prvi izvod u taqki x = 0 raqunamo po definiciji

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)
h

= lim
h→0

{
e−

1
h

h , h > 0
0
h , h < 0

= 0.

Da	e nalazimo prvi izvod funkcije f ′

f ′′(x) =

{
0, x < 0

(− 1
x3

+ 1
x4
)e−

1
x , x > 0,

dok prvi izvod u taqki x = 0 raqunamo po definiciji

f ′′(0) = lim
h→0

f ′(0 + h)− f ′(0)
h

= lim
h→0

{
e−

1
h

h2
, h > 0

0
h , h < 0

= 0.

I tako da	e, dolazimo do n-tog izvoda i va�i

f (n)(0) = 0.

Zato Maklorenov razvoj glasi

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 + · · · = 0.

Poxto funkcija f nije jednaka nuli ni u jednoj okolini nule, onda ona nije jednaka
svom Maklorenovom razvoju, dakle nije analitiqka.

Primer. Elementarne funkcije: stepene, eksponencijalne, trigonometrijske itd
su analitiqke funkcije. To �emo uskoro pokazati.
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Razvoj elementarnih funkcija u Maklorenov red.

Podsetimo se. Neka je funkcija f beskonaqno diferencijabilna u okolini taqke
x0. Tada se stepeni red

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

naziva Tejlorov red funkcije f u okolini taqke x0. Tejlorov red funkcije f u okolini
taqke x0 = 0 se naziva Maklorenov red funkcije f . Funkcija f se naziva analitiqka
u taqki x0 ako je jednaka sumi svog Tejlorovog reda u nekoj okolini taqke x0.
U nastavku �emo pokazati da su elementarne funkcije analitiqke.

Eksponencijalna funkcija ex.

Funkcija f(x) = ex je beskonaqno diferencijabilna i va�i

f (n)(x) = ex, n ∈ N.
Dakle,

f (n)(0) = 1, n ∈ N,
pa je Maklorenov red funkcije ex jednak

∞∑
n=0

1

n!
xn.

Ovaj red konvergira za sve x ∈ R, xto mo�emo videti koriste�i posledicu Koxijevog
korenog kriterijuma.
Sada treba proveriti da li je Maklorenov red funkcije ex jednak toj funkciji.

Koristi�emo Maklorenov razvoj funkcije ex i Lagran�ev oblik ostatka.

ex =
n∑
k=0

1

k!
xk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1,

pri qemu je 0 < |ξ| < |x|. Poxto je

lim
n→∞

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 = 0,

prelaskom na limes kada n→∞, sledi

ex =

∞∑
n=0

1

n!
xn, x ∈ R.

Prethodna jednakost se mo�e pokazati i na slede�i naqin.

Lema. Ako je f ′(x) = f(x) i f(0) = 1 tada je f(x) = ex.

Dokaz. Posmatramo funkciju g(x) = f(x)e−x. Tada je

g′(x) = (f ′(x)− f(x))e−x = 0.
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Dakle, funkcija g je konstanta. Poxto je g(0) = 1 sledi da je g(x) = 1 u svakoj taqki
x ∈ R, tj. f(x) = ex. �

Stav. Va�i jednakost

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn, x ∈ R.

Dokaz. Poka�imo da funkcija f(x) =
∑∞

n=0
1
n!x

n zadovo	ava uslove prethodne
leme, tj. da je f(0) = 1 i da je f ′(x) = f(x). Poxto je 0! = 1 sledi f(0) = 1. Da	e,
stepeni red

∑∞
n=0

1
n!x

n konvergira taqka po taqka za sve x ∈ R, dakle ravnomerno kon-
vergira na svakom zatvorenom intervalu. Zato mo�emo primeniti teoremu o difer-
encira�u stepenog reda i va�i( ∞∑

n=0

1

n!
xn
)′

=
∞∑
n=1

1

n!
nxn−1.

Ako u posled�em redu uvedemo smenu n − 1 = m, vidimo da je red na desnoj strani
jednak poqetnom redu f(x). Dakle, va�i f ′(x) = f(x). Na osnovu prethodne leme sledi
da je f(x) = ex. Dakle,

ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn.

Time je dokaz zavrxen. �

Napomena. Uporedimo Maklorenov red

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

i Maklorenov razvoj sa Peanovim ostatkom

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn), x→ 0.

Primetimo da je Maklorenov red definisan za sve x ∈ R, dok je Maklorenov razvoj
sa Peanovim ostatkom definisan samo u okolini nule. Da	e, ostatak Maklorenovog
reda

∞∑
k=n+1

xk

k!

je upravo o(xn), tj

lim
x→0

∑∞
k=n+1

xk

k!

xn
= lim

x→0

∞∑
k=n+1

xk−n

k!

∗
=

∞∑
k=n+1

lim
x→0

xk−n

k!
= 0.

Jednakost ∗ va�i na osnovu teoreme o zameni mesta limesa i reda, koju mo�emo pri-
meniti zato xto dati red konvergira ravnomerno na zatvorenom intervalu oko nule,
na primer na intervalu [−1, 1].
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Trigonometrijska funkcija - sinus

Funkcija f(x) = sinx je beskonaqno diferencijabilna i va�i

f (4n)(x) = sinx,

f (4n+1)(x) = cosx,

f (4n+2)(x) = − sinx,

f (4n+3)(x) = − cosx,

za sve n = 0, 1, 2 . . .
Dakle,

f (4n)(0) = 0,

f (4n+1)(0) = 1,

f (4n+2)(0) = 0,

f (4n+3)(0) = −1,
za sve n = 0, 1, 2 . . . . Sledi da je Maklorenov red funkcije sinx jednak

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1.

Ovaj red konvergira za sve x ∈ R.
Sada treba proveriti da li je Maklorenov red funkcije sinx jednak toj funkciji.

Koristi�emo Maklorenov razvoj funkcije sinx i Lagran�ev oblik ostatka

sinx =
n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 +

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
x2n+2,

pri qemu je 0 < |ξ| < |x|. Poxto je

lim
n→∞

f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
x2n+2 = 0,

prelaskom na limes kada n→∞, sledi

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, x ∈ R.

Trigonometrijska funkcija - kosinus

Funkcija f(x) = cosx je beskonaqno diferencijabilna i va�i

f (4n)(x) = cosx,

f (4n+1)(x) = − sinx,

f (4n+2)(x) = − cosx,

f (4n+3)(x) = sinx,
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za sve n = 0, 1, 2 . . .
Dakle,

f (4n)(0) = 1,

f (4n+1)(0) = 0,

f (4n+2)(0) = −1,

f (4n+3)(0) = 0,

za sve n = 0, 1, 2 . . . . Sledi da je Maklorenov red funkcije cosx jednak

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n.

Ovaj red konvergira za sve x ∈ R. Sliqno kao kod funkcije sinx, uz pomo� Mak-
lorenovog razvoja, proverava se da je Maklorenov red funkcije cosx jednak funkciji
cosx.

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, x ∈ R.

Stepena funkcija.

Funkcija f(x) = (1 + x)α, α ∈ R je beskonaqno diferencijabilna i va�i

f ′(x) = α(1 + x)α−1,

f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2,

...

fk(x) = α(α− 1) · · · (α− k + 1)(1 + x)α−k,

za sve k ∈ N. Dakle,

fk(0) = α(α− 1) · · · (α− k + 1), k ∈ N.

Koristi�emo oznaku (
α
n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
.

Dakle, Maklorenov red funkcije (1 + x)α je

∞∑
n=0

(
α
n

)
xn.

Odredimo oblast konvergencije ovog stepenog reda.
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1) Ako α ∈ N onda va�i

(
α
n

)
= 0, za sve n ≥ α + 1. Dakle tada red

∑∞
n=0

(
α
n

)
xn

ima samo konaqno mnogo qlanova, pa konvergira za sve x ∈ R.

2) Ako α /∈ N tada je

(
α
n

)
6= 0, pa raqunamo polupreqnik konvergencije

R = lim
n→∞

(
α
n

)
(

α
n+ 1

) = lim
n→∞

∣∣∣ α(α−1)···(α−n+1)
n!

α(α−1)···(α−n)
(n+1)!

∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

|α− n|
= 1.

Ostalo je jox da proverimo u kraj�im taqkama x = ±1. (Pokazuje se uz pomo� Rabeovog
kriterijuma, koji nije predvi�en za gradivo Analize 2. )
• Ako je x = 1 onda red

∞∑
n=0

(
α
n

)
apsolutno konvergira za sve α ≥ 0, uslovno konvergira za sve −1 < α < 0 i divergira
za sve α ≤ −1.
• Ako je x = −1 onda red

∞∑
n=0

(
α
n

)
(−1)n.

apsolutno konvergira za sve α ≥ 0 i divergira za sve α < 0.

Specijalno, ako je α ≤ −1, oblast konvergencije Maklorenovog reda
∑∞

n=0

(
α
n

)
xn

je (−1, 1), a ako je α ≥ 0 onda je oblast konvergencije [−1, 1].
Uz pomo� Maklorenovog razvoja i Lagran�evog oblika ostatka proverava se da je

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn, x ∈ (−1, 1).

Primer. Na�i Maklorenov red funkcija 1
1+x i 1

1−x .
Tada je

1

1 + x
= (1 + x)−1 =

∞∑
n=0

(
−1
n

)
xn =

∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1)

i

1

1− x
= (1 + (−x))−1 =

∞∑
n=0

(
−1
n

)
(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)n(−x)n =

∞∑
n=0

xn, x ∈ (−1, 1).
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Logaritamska funkcija.

Neka je f(x) = log(1 + x), pri qemu je x ∈ (−1,∞).
Primetimo da je

log(1 + x)′ = (1 + x)−1 =
∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1).

Na osnovu �utn-Lajbnicove formule va�i

f(x)− f(0) =
∫ x

0
f ′(t)dt =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)ntndt ∗=
∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
tndt =

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
.

Jednakost ∗ va�i zato xto dati stepeni red ravnomerno konvergira na zatvorenom
intervalu [0, x] ⊂ (−1, 1). Sliqno se proverava i

f(0)− f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n+1 x
n+1

n+ 1
,

na svakom zatvorenom intervalu [x, 0] ⊂ (−1, 1). Dakle, sledi

log(1 + x) =

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
,

za sve x ∈ (−1, 1). Poka�imo jox da jednakost va�i i u taqki x = 1. Primetimo da je
oblast konvergencije ovog stepenog reda (−1, 1]. Poxto je funkcija f(x) = log(1 + x)
neprekidna sa leve strane u taqki x = 1 va�i

f(1) = lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1

∗
=
∞∑
n=0

(−1)n lim
x→1−

xn+1

n+ 1
=
∞∑
n=0

(−1)n 1

n+ 1
.

Jednakost ∗ va�i zato xto dati stepeni red ravnomerno konvergira na svakom zatvorenom
intervalu [1− ε, 1] ⊂ (−1, 1]. Dakle, va�i jednakost

log(1 + x) =

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
, x ∈ (−1, 1].

Poxto je funkcija log(1+ x) jednaka svom Maklorenovom redu na intervalu (−1, 1]
onda je ona analitiqka.


