
Teorema o diferencira�u funkcionalnog niza. Neka je dat niz diferenci-
jabilnih funkcija fn : (a, b)→ R i neka va�i:

1) postoji x0 ∈ (a, b) tako da niz realnih brojeva fn(x0) konvergira ka nekom c ∈ R,
2) funkcionalni niz f ′n : (a, b)→ R ravnomerno konvergira ka funkciji g : (a, b)→

R. Tada
- funkcionalni niz fn ravnomerno konvergira ka nekoj funkciji f,

- funkcija f je diferencijabilna i va�i f ′(x) = limn→∞ f
′
n(x), za svako x ∈ (a, b).

Posled�a jednakost znaqi (
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x),

za svako x ∈ (a, b).

Dokaz. -Doka�imo prvo da fn ravnomerno konvergira. Koristi�emo Koxijev kri-
terijum. Neka je ε > 0 proizvo	no. Treba na�i n0 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n0 i za
sve x ∈ (a, b) va�i |fm(x)− fn(x)| < ε.

Iz uslova 1) znamo da je niz realnih brojeva fn(x0) Koxijev, dakle postoji neko
n1 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n1 va�i |fm(x0)− fn(x0)| < ε

2 .

Iz uslova 2) znamo da postoji neko n2 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n2 i za sve
x ∈ (a, b) va�i |f ′m(x)− f ′n(x)| < ε

2(b−a) .

Neka je n0 = max{n1, n2}. Tada za sve m > n ≥ n0 i sve x ∈ (a, b) va�i

|fm(x)− fn(x)| = |fm(x)− fn(x)± fm(x0)± fn(x0)|
≤ |fm(x)− fn(x)− (fm(x0)− fn(x0))|+ |fm(x0)− fn(x0)|.

Neka je h(x) = fm(x)− fn(x). Tada je izraz u prvoj zagradi jednak h(x)− h(x0) a to
je da	e na osnovu Lagran�eve teoreme o sred�oj vrednosti jednako h′(ξ)(x − x0), za
neko ξ ∈ (x0, x). Poxto je h

′(ξ) = f ′m(ξ)− f ′n(ξ) i |x− x0| ≤ (b− a) zak	uqujemo

|fm(x)− fn(x)| ≤ |f ′m(ξ)− f ′n(ξ)|(b− a) + |fm(x0)− fn(x0)| <
ε

2(b− a)
(b− a) + ε

2
= ε.

-Neka je x0 ∈ (a, b) proizvo	na taqka. Na osnovu �utn-Lajbnicove formule va�i∫ x

x0

f ′n(t)dt = fn(x)− fn(x0).

Prelaskom na limes dobijamo

lim
n→∞

∫ x

x0

f ′n(t)dt = lim
n→∞

fn(x)− c.

Poxto f ′n ravnomerno konvergira onda limes i integral me�aju mesto pa va�i

lim
n→∞

∫ x

x0

f ′n(t)dt =

∫ x

x0

lim
n→∞

f ′n(t)dt =

∫ x

x0

g(t)dt = lim
n→∞

fn(x)− c.

1
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Diferencira�em posled�e jednakosti dobijamo

(∫ x

x0

g(t)dt
)′

=
(

lim
n→∞

fn(x)
)′
.

Poxto je
∫ x
x0
g(t)dt = G(x)−G(x0), gde je G primitivna funkcija za g, tj G′ = g, sledi

da je (
∫ x
x0
g(t)dt)′ = G′(x) = g(x). Dakle,

(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= g(x) = lim
n→∞

f ′n(x).

Time je dokaz zavrxen. �

Teorema o diferencira�u funkcionalnog reda. Neka je dat niz diferenci-
jabilnih funkcija fn : (a, b)→ R. Ako:
1) postoji x0 ∈ (a, b) tako da red

∑∞
n=1 fn(x0) konvergira ka nekom c ∈ R i

2) funkcionalni red
∑∞

n=1 f
′
n(x) ravnomerno konvergira ka funkciji g : (a, b)→ R,

tada funkcionalni red
∑∞

n=1 fn ravnomerno konvergira i va�i

( ∞∑
n=1

fn(x)
)′

=
∞∑
n=1

f ′n(x).

Dokaz. Posmatramo niz parcijalnih suma sn(x) =
∑n

k=1 fk(x). Poxto je konaqna
suma diferencijabilnih funkcija diferencijabilna funkcija, sledi da je sn(x)
diferencijabilna, za svako n ∈ N. Va�i:
1) niz realnih brojeva sn(x0) konvergira ka c ∈ R,
2) niz s′n(x) ravnomerno konvergira ka funkciji g.
Na osnovu teoreme o diferencira�u funkcionalnog niza zak	uqujemo da sn(x) ravnomerno
konvergira ka nekoj diferencijabilnoj funkciji s(x) i va�i s′(x) = limn→∞ s

′
n(x).

Dakle

s′(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

f ′k(x) =
∞∑
n=1

f ′n(x).

Time je dokaz zavrxen. �

Primer. Ispitati diferencijabilnost funkcije s(x) =
∑∞

n=1
sinn2x
n6 , x ∈ R.

Svaka funkcija fn(x) =
sinn2x
n6 je diferencijabilna. Da	e va�i:

1) Ako je x0 = 0 onda je fn(x0) = 0 pa i sn(0) = 0, a konstantan niz je uvek konvergentan.

2) f ′n(x) =
cosn2x
n4 i red

∑∞
n=1 f

′
n(x) ravnomerno konvergira (Vajerxtras).

Sledi na osnovu prethodne teoreme da je s(x) diferencijabilna funkcija.
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Stepeni redovi.

Definicija. Neka je dat niz realnih brojeva an, n ∈ N i x0 ∈ R proizvo	na
taqka. Funkcionalni red definisan sa

∞∑
n=1

an(x− x0)n,

se naziva stepeni red.

Primer 1.
∑∞

n=1 x
n, pri qemu je an = 1, x0 = 0.

Primer 2.
∑∞

n=1 n
2xn, pri qemu je an = n2, x0 = 0.

Primer 3.
∑∞

n=1
1
nx

n, an = 1
n i x0 = 0.

Primer 4.
∑∞

n=1
1
n2x

n, an = 1
n2 i x0 = 0.

Definicija. Skup svih x ∈ R za koje stepeni red
∑∞

n=1 an(x − x0)n konvergira
taqka po taqka naziva se oblast konvergencije stepenog reda. Oblast konvergencije
�emo oznaqiti sa D.

Dakle, kada govorimo o oblasti konvergencije, mislimo na konvergenciju taqka po
taqka.

U nastavku �emo se baviti opisiva�em oblasti konvergencije stepenog reda u zav-
isnosti od niza an i od taqke x0 ∈ R. Primetimo da svaki stepeni red konvergira u
taqki x0.

Primer 1. Stepeni red
∑∞

n=1 x
n, konvergira taqka po taqka za sve x ∈ (−1, 1). Ako

je |x| ≥ 1 onda opxti qlan reda ne te�i nuli, pa red divergira.

Stav. Ako stepeni red konvergira u taqki x ∈ R, tj. x ∈ D ⊂ R, onda stepeni
red apsolutno konvergira za sve t ∈ R pri qemu je |t − x0| < |x − x0|. Dakle va�i i
t ∈ D. Drugim reqima, ako stepeni red konvergira za fiksirano x onda on apsolutno
konvergira na celom otvorenom intervalu du�ine 2|x−x0| sa centrom u x0. (Pogledati
sliku.)

Dokaz. Neka je t ∈ R proizvo	no tako da va�i |t− x0| < |x− x0|. Tada je

|an(t− x0)n| = |an(x− x0)n|
∣∣∣ t− x0
x− x0

∣∣∣n ∗< m|q|n,
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za neko m > 0 i |q| < 1. Objasnimo nejednakost ∗. Poxto red
∑∞

n=1 an(x− x0)n konver-
gira, sledi da opxti qlan te�i nuli, dakle limn→∞ an(x − x0)n = 0. Svaki konver-
gentan niz je ograniqen, pa postoji m > 0 tako da je

|an(x− x0)n| < m,

za sve n ∈ N. Ako oznaqimo q = t−x0
x−x0 , onda je |q| < 1 i imamo

|an(t− x0)n| < m|q|n.

Sada mo�emo da iskoristimo prvi poredbeni kriterijum za redove. Poxto red∑∞
n=1m|q|n konvergira, za |q| < 1, sledi i da red

∑∞
n=1 |an(t−x0)n| konvergira. Dakle

red
∑∞

n=1 an(t−x0)n konvergira apsolutno (pa i obiqno u taqki t). �

Iz prethodnog stava zak	uqujemo da je oblast konvergencije D uvek interval. Taj
interval mo�e biti otvoren, zatvoren ili sa jedne strane otvoren sa druge zatvoren,
xto �emo videti u nastavku.

Definicija. Polupreqnik ili radijus konvergencije stepenog reda je

R = sup{|x− x0| | x ∈ D}.

Dakle, radijus konvergencije, zavisi od domena. Na primer, ako je D = {x0} onda
je R = 0. Ako je D = R onda je R =∞.

Napomena. Student se mo�e zapitati zaxto se ovaj broj naziva polupreqnikom
ili radijusom. Naime, ako posmatramo stepene redove nad kompleksnim brojevima,∑∞

n=1 an(z − z0)
n, pri qemu je ponovo an niz realnih brojeva, a z0 ∈ C kompleksan

broj, onda va�i slede�e: Ako z ∈ D ⊂ C i ako je ||t − z0|| < ||z − z0|| onda i t ∈ D.
Drugim reqima, ako stepeni red konvergira u taqki z ∈ C onda on konvergira za sve
kompleksne brojeve koji se nalaze u krugu polupreqnika ||z−z0|| i centra z0. Pogledati
sliku.

U nastavku ispitujemo oblast konvergencije D u zavisnosti od polupreqnika kon-
vergencije.
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Stav. 1) Ako je R = 0 onda je D = {x0}.
2) Ako je R =∞ onda je D = R.
3) Ako je 0 < R <∞ onda je (x0 −R, x0 +R) ⊂ D ⊂ [x0 −R, x0 +R].

Dokaz. 1) Ako pretpostavimo da postoji jox neko x 6= x0 za koje stepeni red
konvergira, tj takvo da x ∈ D onda ne va�i sup{|x− x0| | x ∈ D} = 0.

2) Neka je x ∈ R proizvo	na taqka. Tada postoji x1 ∈ D tako da je |x − x0| <
|x1 − x0| < R, pa na osnovu prethodnog stava sledi x ∈ D.
3) Neka je x ∈ (x0 − R, x0 + R) proizvo	na taqka. Treba pokazati x ∈ D. Poxto

je |x − x0| < R, a R je najma�e gor�e ograniqe�e skupa {|x − x0| | x ∈ D}, sledi
da postoji x1 ∈ D tako da je |x − x0| < |x1 − x0|. Na osnovu prethodnog stava, i ceo
interval du�ine 2|x1 − x0| sa centrom u x0 mora pripadati skupu D. Poxto taqka x
pripada tom intervalu, onda pripada i skupu D.

Neka je x ∈ D proizvo	na taqka. Treba pokazati x ∈ [x0 − R, x0 + R]. Ako pret-
postavimo suprotno, x /∈ [x0−R, x0+R] onda je |x−x0| > R, xto je u kontradikciji sa
definicijom polupreqnika R. Naime, x ∈ D a na osnovu definciije sledi R ≥ |x−x0|,
za sve x ∈ D. �

Napomena. Primetimo da se osobina 3) prethodnog stava mo�e formulisati na
slede�i naqin: ako je |x−x0| < R onda x ∈ D, a ako je |x−x0| > R onda x /∈ D. Dakle,
ako je |x− x0| = R onda prethodni stav ne daje odgovor. Taqan oblik intervala D, tj
da li je otvoren, polu-otvoren ili zatvoren, zavisi od sluqaja do sluqaja. Na primer:

u sluqaju reda
∑∞

n=1 x
n oblast konvergencije je D = (−1, 1);

u sluqaju reda
∑∞

n=1
1
nx

n, oblast konvergencije je D = [−1, 1);
u sluqaju reda

∑∞
n=1

1
n2x

n, oblast konvergencije je D = [−1, 1].

Teorema. (Koxi-Adamarova formula) Polupreqnik konvergencije stepenog reda∑∞
n=1 an(x− x0)n je

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Dokaz. Pretpostavimo prvo lim supn→∞
n
√
|an| 6= 0,∞. Neka je x ∈ R takvo da va�i

|x− x0| >
1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Tada je

|x− x0| lim sup
n→∞

n
√
|an| > 1,

pa va�i

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| > 1.

Dakle, opxti qlan reda
∑∞

n=1 an(x − x0)n ne te�i nuli, pa ovaj red divergira. Za-
k	uqujemo, x /∈ D. Ekvivalentno, ako x ∈ D onda je

|x− x0| ≤
1

lim supn→∞
n
√
|an|

.
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Prelaskom na supremum po svim x ∈ D sledi

R ≤ 1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Sada treba pokazati da va�i jednakost. Pretpostavimo da je R < 1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Tada postoji x ∈ R tako da je R < |x − x0| < 1

lim supn→∞
n
√
|an|

. Iz druge nejednakosti

sledi

|x− x0| lim sup
n→∞

n
√
|an| < 1,

tj.

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| < 1.

Na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma sledi da red
∑∞

n=1 |an(x−x0)n| konvergira,
a poxto iz apsolutne konvergencije sledi i obiqna sledi i da red

∑∞
n=1 an(x − x0)n

konvergira. Dakle, x ∈ D, pa na osnovu definicije polupreqnika konvergencije sledi

|x− x0| ≤ R,

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom R < |x− x0|. Zak	uqujemo

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

.

Ostalo je jox da razmotrimo sluqajeve lim supn→∞
n
√
|an| = 0,∞.

Ako je lim supn→∞
n
√
|an| = 0 onda je, za svako x ∈ R, i

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| = 0.

Pa na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma red
∑∞

n=1 |an(x− x0)n| konvergira, pa i
red

∑∞
n=1 an(x−x0)n konvergira. Dakle, za svako x ∈ R va�i da red

∑∞
n=1 an(x−x0)n

konvergira. Dakle, R =∞.
Sliqno, ako je lim supn→∞

n
√
|an| =∞ onda za svako x ∈ R, x 6= x0 va�i

lim sup
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| =∞.

Sledi da red
∑∞

n=1 an(x−x0)n divergira za sve x 6= x0, pa jeR = 0. �

Posledica. Ako postoji limn→∞
|an+1|
|an| onda je polupreqnik konvergencije stepenog

reda
∑∞

n=1 an(x− x0)n jednak

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

.

Dokaz. Prisetimo se formule

lim inf
n→∞

|an+1|
|an|

≤ lim inf
n→∞

n
√
|an| ≤ lim sup

n→∞
n
√
|an| ≤ lim sup

n→∞

|an+1|
|an|

.
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Dakle, ako postoji limn→∞
|an+1|
|an| onda je lim supn→∞

n
√
|an| = limn→∞

|an+1|
|an| , pa na

osnovu Koxi-Adamarove formule va�i da je polupreqnik konvergencije

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

.

Time je dokaz zavrxen. �

Napomena. Primetimo da smo u dokazu Koxi-Adamarove formule pokazali da za
sve x ∈ (x0 −R, x0 +R) stepeni red

∑∞
n=1 an(x− x0)n apsolutno konvergira.

Primer 1.
∑∞

n=1 x
n. Poxto je an = 1, na osnovu Koxi-Adamarove formule je

R = 1. Dakle, poxto je x0 = 0 onda red konvergira za sve x ∈ (−1, 1). U granicama
intervala ispitujemo posebno. Ako je x = ±1, red divergira, poxto opxti qlan ne
te�i nuli.

Primer 2.
∑∞

n=1 n
2xn, pri qemu je an = n2, x0 = 0. Na osnovu Koxi-Adamarove

formule sledi R = 1. U sluqaju x = ±1 opxti qlan ne te�i nuli, dakle oblast
konvergencije je D = (−1, 1).

Primer 3. a)
∑∞

n=1
1
nx

n, Na osnovu Koxi-Adamarove formule sledi R = 1. U
sluqaju x = 1 red divergira, a u sluqaju x = −1 red konvergira na osnovu Lajbnicovog
pravila. Dakle oblast konvergencije je D = [−1, 1).

Primer 3. b)
∑∞

n=1
(−1)n
n xn. Oblast konvergencije je D = (−1, 1].

Primer 4. a)
∑∞

n=1
1
n2x

n. Oblast konvergencije je D = [−1, 1].

Primer 4. b)
∑∞

n=1
1

n22n
xn. Oblast konvergencije je D = [−2, 2].

Ravnomerna konvergencija stepenih redovi.

Podsetimo se definicije. Funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) ravnomerno konvergira
ako niz �egovih parcijalnih suma sn(x) konvergira ravnomerno. Neophodan uslov
ravnomerne konvergencije reda, je da funkcionalni niz fn ravnomerno konvergira ka
nuli.
Na primer stepeni red

∑∞
n=1 x

n konvergira taqka po taqka na intervalu (−1, 1), ali
ne konvergira ravnomerno, zato xto xn ne konvergira ravnomerno ka nuli na (−1, 1).
Me�utim, ako umesto otvorenog intervala (−1, 1) posmatramo bilo koji zatvoreni
interval [a, b] ⊂ (−1, 1) na �emu ovaj stepeni red ravnomerno konvergira. O tome nam
govori naredni stav.

Stav. Stepeni red
∑∞

n=1 an(x− x0)n ravnomerno konvergira na svakom zatvorenom
intervalu [a, b] ⊂ (x0 −R, x0 +R) ⊂ D, pri qemu je R > 0 polupreqnik konvergencije.

Dokaz. Tada postoji 0 < r < R tako da je

[a, b] ⊂ [x0 − r, x0 + r] ⊂ (x0 −R, x0 +R)
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(pogledati sliku). Tada za sve x ∈ [a, b] va�i

|an(x− x0)n| = |an||x− x0|n ≤ |an|rn.

Primenimo Vajerxtrasov kriterijum za ravnomernu konvergenciju.

1) Za sve x ∈ [a, b] i sve n ∈ N va�i |an(x− x0)n| ≤ |an|rn.
2) Red realnih brojeva

∑∞
n=1 |an|rn konvergira. Naime,

∞∑
n=1

|an|rn =
∞∑
n=1

|an(x0 + r − x0)|n.

Poxto va�i x = x0 + r ∈ (x0−R, x0 +R) onda na osnovu prethodne napomene sledi da
stepeni red

∑∞
n=1 an(x0+r−x0))n apsolutno konvergira, tj. stepeni red

∑∞
n=1 |an(x0+

r − x0)|n konvergira.
Dakle, ispu�ena su oba uslova Vajerxtrasovog kriterijuma, xto znaqi da stepeni

red
∑∞

n=1 an(x− x0)n ravnomerno konvergira na svakom zatvorenom intervalu [a, b] ⊂
D. �

Zbog ravnomerne konvergencije sada mo�emo iskoristiti teoreme o zameni mesta
limesa i reda, zameni mesta integrala i reda i diferencira�u funkcionalnog reda.

Teorema. Neka je dat stepeni red
∑∞

n=1 an(x − x0)
n i neka je D �egova oblast

konvergencije i R polupreqnik konvergencije. Neka je s(x) =
∑∞

n=1 an(x − x0)n pri
qemu je domen funkcije s upravo skup D. Tada va�i

a) Funkcija s je neprekidna u svakoj taqki x ∈ (x0 −R, x0 +R).

b) Funkcija s se mo�e integraliti qlan po qlan na svakom zatvorenom intervalu
[a, b] ⊂ D.
v) Funkcija s je diferencijabilna na intervalu (x0 −R, x0 +R) i mo�e se difer-

encirati qlan po qlan, tj.( ∞∑
n=1

an(x− x0)n
)′

=
∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1.

Dokaz. a) Funkcija an(x − x0)
n je neprekidna, za svako n ∈ N, pa poxto red

s(x) =
∑∞

n=1 an(x − x0)n ravnomerno konvergira na intervalu x ∈ [a, b] ⊂ D onda je i
suma reda s(x) neprekidna funkcija na (x0 −R, x0 +R).

b) Funkcija an(x − x0)n je Riman-integrabilna, zato xto je neprekidna, za svako
n ∈ N. Poxto red s(x) =

∑∞
n=1 an(x − x0)

n ravnomerno konvergira na intervalu
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[a, b] ⊂ D onda je i suma reda s(x) Riman-integrabilna funkcija na [a, b] i va�i∫ b

a
s(x)dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
an(x− x0)ndx.

v) Neka je x ∈ (x0 − R, x0 + R) proizvo	na taqka. Pokaza�emo da je suma reda
diferencijabilna funkcija u okolini taqke x. Primetimo da postoji interval [a, b]
tako da je x ∈ [a, b] ⊂ (x0−R, x0 +R). Proveri�emo da li su ispu�eni uslovi teoreme
o diferencira�u funkcionalnog reda.

1) U taqki x = x0 stepeni red
∑∞

n=1 an(x− x0)n jednak je nuli, dakle konvergira.
2) Funkcionalni red

∑∞
n=1 nan(x−x0)n−1 ravnomerno konvergira na svakom zatvorenom

intervalu [a, b] ⊂ D. To �emo pokazati uz pomo� Koxi-Adamarove formule. Naime,

lim sup
n→∞

n
√
|nan| = lim sup

n→∞
n
√
|an|,

zato xto je limn→∞ n
√
n = 1. Dakle, stepeni redovi

∑∞
n=1 an(x − x0)n i

∑∞
n=1 nan(x −

x0)
n−1 imaju isti polupreqnik konvergencije, pa i stepeni red

∑∞
n=1 nan(x − x0)n−1

ravnomerno konvergira na svakom zatvorenom intervalu [a, b] ⊂ (x0 −R, x0 +R).
Dakle, na osnovu teoreme o diferencira�u stepenog reda sledi da u okolini taqke

x ∈ (a, b) ⊂ (x0 −R, x0 +R) stepeni red mo�emo diferencirati qlan po qlan, tj.( ∞∑
n=1

an(x− x0)n
)′

=
∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1.

Time je dokaz zavrxen. �

Primer.
∑∞

n=1
xn

n! . Na osnovu Koxi-Adamarove formule sledi da je R =∞. Dakle,
domen konvergencije ovog reda je D = R. Sledi da je suma reda neprekidna funkcija
f(x) i da je

f ′(x) =
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
,

pri qemu je 0! = 1.


