
Funkcionalni redovi.

Kao xto smo pojam niza realnih brojeva uopxtili na pojam funkcionalnog niza,
isto �emo uraditi i za redove. Dakle, ako je an ∈ R, n ∈ N, niz realnih brojeva, �emu
mo�emo pridru�iti red realnih brojeva

∑∞
n=1 an.

Definicija. Funkcionalni red je red funkcija, fn : X → R, n ∈ N, tj.
∞∑
n=1

fn(x).

Funkcionalnom nizu fn : X → R, n ∈ N, pridru�ujemo funkcionalni niz parcijalnih suma
sn(x), n ∈ N definisan sa

s1(x) = f1(x),

s2(x) = f1(x) + f2(x),

...

sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x).

Primer. Red realnih brojeva je funkcionalni red, pri qemu su funkcije fn(x) =
f(n) konstantne, tj ne zavise od x ∈ X. Na primer, fn(x) = 1

n .

Primer. Primeri funkcionalnih redova su
∑∞

n=1 n,
∑∞

n=1 x + 1
n ,
∑∞

n=1 x
n i

mnogi drugi.
Definicija. Funkcionalni red

∑∞
n=1 fn(x) konvergira taqka po taqka na skupu

X ako funkcionalni niz �egovih parcijlnih suma sn(x) konvergira taqka po taqka
na skupu X. Dakle, konvergencija taqka po taqka na skupu X zapravo znaqi konver-
genciju reda u svakoj taqki x0 ∈ X.

Stav. Ako funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) konvergira taqka po taqka na skupu X,
tada funkcionalni niz fn(x) konvergira taqka po taqka ka nuli.

Dokaz. Ako je limn→∞ sn(x) = s(x) onda je i limn→∞ sn−1(x) = s(x) pa je

lim
n→∞

fn(x) = s(x)− s(x) = 0,

za svako x ∈ X. Dakle, ako red konvergira taqka po taqka onda opxti qlan konvergira
taqka po taqka ka nuli. �

Primer. Red
∑∞

n=1 x −
1
n ne konvergira ni za jedno x ∈ R, pa samim tim ne kon-

vergira ni taqka po taqka. Naime, opxti qlan ovog reda je fn(x) = x − 1
n i va�i

limn→∞ fn(x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Dakle, neophodan uslov da ovaj red konver-
gira je da je x = 0. Me�utim, i kada je x = 0 red

∑∞
n=1

1
n divergira.

Primer. Funkcionalni red
∑∞

n=1 x
n, x ∈ [0, 1] divergira za x = 1, zato xto mu

tada opxti qlan ne te�i nuli. Ovaj red konvergira taqka po taqka ka funkciji
1
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s(x) = x
1−x , za sve x ∈ [0, 1). Naime, poxto je sn(x) =

x−xn
1−x sledi da za svako x ∈ [0, 1)

va�i limn→∞ sn(x) =
x

1−x .

Sada uvodimo jaqi oblik konvergencije funkcionalnih redova, isto kao kod funkcional-
nih nizova.

Definicija. Ka�emo da funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) ravnomerno konvergira
ako niz parcijalnih suma sn(x) konvergira ravnomerno.

Stav. Ako funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) konvergira ravnomerno tada funkcionalni
niz fn(x) konvergira ravnomerno ka nuli.

Dokaz. Ako sn(x) ravnomerno konvergira ka s(x) onda i niz sn−1(x), n ∈ N ravnomerno
konvergira ka funkciji s(x), pa �ihova razlika fn(x) = sn(x) − sn−1(x) ravnomerno
konvergira ka nuli. Dokaz sledi iz linearnosti ravnomernog limesa (pogledati Stav
o linearnosti sa proxlog qasa.) �

Primer. Funkcionalni red
∑∞

n=1 x
n, x ∈ [0, 1) ne konvergira ravnomerno, zato

xto mu opxti qlan ne te�i ravnomerno ka nuli.

Stav. Ako funkcionalni red konvergira ravnomerno, onda on konvergira taqka po
taqka.

Dokaz. Ako funkcionalni red konvergira ravnomerno, to po definiciji znaqi da
funkcionalni niz �egovih parcijalnih suma konvergira ravnomerno. Iz ravnomerne
konvergencije funkcionalnog niza sledi konvergencija taqka po taqka. Pa poxto
onda funkcionalni niz parcijalnih suma konvergira taqka po taqka, to po defini-
ciji znaqi da funkcionalni red konvergira taqka po taqka. �

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i. Dakle, ako funkcionalni red konvergira
taqka po taqka na X, onda on ne mora da konvergira ravnomerno. Primer je red∑∞

n=1 x
n, x ∈ [0, 1).

Analogno Koxijevom kriterijumu za konvergenciju redova realnih brojeva imamo
i slede�e stavove.

Stav. (Koxijev kriterijum konvergencije funkcionalnih redova taqka po taqka)
Funkcionalni red

∑∞
n=1 fn(x) konvergira taqka po taqka ako i samo ako va�i da za

svako x ∈ X i za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n0 va�i
|fm(x) + · · ·+ fn+1(x)| < ε.

Dokaz. Primenimo Koxijev kriterijum za konvergenciju funkcionalnih nizova
taqka po taqka na niz parcijalnih suma. (Taj Koxijev kriterijum je predzad�i stav
8. nede	e.)

Stav. (Koxijev kriterijum ravnomerne konvergencije funkcionalnih redova.)
Funkcionalni red

∑∞
n=1 fn(x) konvergira ravnomerno ako i samo ako va�i da za svako

ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n0 i za sve x ∈ X va�i

|fm(x) + · · ·+ fn+1(x)| < ε.
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Dokaz. Primenimo Koxijev kriterijum za ravnomernu konvergenciju funkcional-
nih nizova na niz parcijalnih suma. (Taj Koxijev kriterijum je zad�i stav 8.
nede	e.)
||||||||||||||||||||||||||||||||||

Definicija. Funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) apsolutno konvergira taqka po taqka
(ravnomerno) ako funkcionalni red

∑∞
n=1 |fn(x)| konvergira taqka po taqka (ravnomerno).

Stav. Ako funkcionalni red apsolutno konvergira taqka po taqka (ili ravnomerno),
tada taj funkcionalni red i konvergira taqka po taqka (ili ravnomerna).

Dokaz. Primenimo Koxijev kriterijum za konvergenciju taqka po taqka (ili
ravnomernu konvergenciju) funkcionalnih nizova.

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i:
a) Funkcionalni red

∞∑
n=1

(−1)nx
n

, x ∈ R

konvergira taqka po taqka, ali apsolutno divergira taqka po taqka (tj
∑∞

n=1
x
n ne

konvergira taqka po taqka).
b) Funkcionalni red

∞∑
n=1

(−1)nx
n

, x ∈ [0, 1]

konvergira ravnomerno, ali apsolutno divergira ravnomerno (tj
∑∞

n=1
x
n , x ∈ [0, 1]

ne konvergira ravnomerno).

*****Doka�imo a) i b).

a) Na osnovu Lajbnicovog kriterijuma znamo da red
∑∞

n=1
(−1)n
n konvergira. Oz-

naqimo tu sumu sa c. Tada je
∑∞

n=1
(−1)nx
n = x

∑∞
n=1

(−1)n
n = xc.Dakle dati funkcionalni

red konvergira ka funkciji s(x) = cx.
Me�utim, red

∑∞
n=1

x
n = x

∑∞
n=1

1
n ne konvergira ni za jedno x 6= 0.

b) Oznaqimo niz parcijalnih suma reda
∑∞

n=1
(−1)n
n sa sn. Tada je niz parcijalnih

suma reda
∑∞

n=1
(−1)nx
n jednak xsn.

Da bismo pokazali ravnomernu konvergenciju ka funkciji s(x) = cx treba pokazati

lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|xsn − xc| = 0.

Iz dela pod a) znamo limn→∞ sn = c. Dakle,

lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|xsn − xc| = lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|x| · |sn − c| = 0.

Primetimo da je uslov x ∈ [0, 1] va�an za ravnomernu konvergenciju. Da imamo
x→∞ onda tra�eni supremum ne bi te�io nuli.
Sa druge strane,

∑∞
n=1

x
n , x ∈ [0, 1] ne konvergira ravnomerno zato xto ne konver-

gira ni taqka po taqka.
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Stav. (Vajerxtrasov kriterijum konvergencije funkcionalnih redova) Neka je
dati funkcionalni red

∑∞
n=1 fn(x). Ako

1) za sve x ∈ X i sve n ∈ N va�i |fn(x)| ≤ cn, za neki niz realnih brojeva cn, n ∈ N,
2) red

∑∞
n=1 cn konvergira,

tada funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x) ravnomerno konvergira.

Dokaz. Koristi�emo prethodni stav. Neka je ε > 0 proizvo	no. Na osnovu 2) i
Koxijevog kriterijuma konvergencije redova realnih brojeva postoji n0 ∈ N tako da
za sve m > n ≥ n0 va�i

|cm + · · ·+ cn+1| < ε.

Sada koristimo 1). Dakle, za dato n0 ∈ N i za sve m > n ≥ n0 i sve x ∈ X va�i

|fm(x) + · · ·+ fn+1(x)| < |fm(x)|+ · · ·+ |fn+1(x)| < cm + · · ·+ cn+1 < ε.

Na osnovu Koxijevog kriterijuma ravnomerne konvergencije redova, sledi da red∑∞
n=1 fn(x) ravnomerno konvergira. �

Napomena. Primetimo da smo dokazali da zapravo
∑∞

n=1 fn(x) apsolutno ravnomerno
konvergira.

Primer. Funkcionalni red
∑∞

n=1
n3e−nx

3n ravnomerno konvergira za sve x ∈ [0,∞),
xto mo�emo videti uz pomo� Vajerxtrasovog kriterijuma:

1)
∣∣∣n3e−nx

3n

∣∣∣ < n3

3n , za sve x ∈ [0,∞) i sve n ∈ N,

2) Red
∑∞

n=1
n3

3n konvergira, xto se mo�e videti uz pomo� Koxijevog korenog kri-

terijuma jer je limn→∞
n

√
n3

3n = 1
3 .

Primer. Funkcionalni red
∑∞

n=1(−1)n
3ne−nx

n! ravnomerno konvergira za sve x ∈
[0,∞),xto mo�emo videti uz pomo� Vajerxtrasovog kriterijuma sliqno kao u prethod-
nom primeru.

Teorema o zameni mesta dva limesa. Neka je dat funkcionalni niz fn : X → R,
n ∈ N i neka je x0 ∈ R taqka nagomilava�a domena X funkcija fn i neka va�i:

1) niz fn ravnomerno konvergira ka funkciji f : X → R i

2) za svako n ∈ N va�i limx→x0 fn(x) = bn, gde je bn, n ∈ N niz realnih brojeva.

Tada va�i

- niz bn, n ∈ N, konvergira i
- limn→∞ bn = limx→x0 f(x).

Posled�a jednakost znaqi

lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x).
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Dokaz. - Iz Analize 1 znamo da niz realnih brojeva konvergira ako i samo ako
je Koxijev. Doka�imo da je niz bn Koxijev. Neka je ε > 0 proizvo	no. Treba na�i
n0 ∈ N tako da za sve m > n ≥ n0 va�i |bm − bn| < ε. Poxto funkcionalni niz fn
ravnomerno konvergira (uslov 1)), tada, na osnovu Koxijevog kriterijuma ravnomerne
konvergencije funkcionalnih nizova, sledi da postoji neko n0 ∈ N tako da za sve
m > n ≥ n0 i sve x ∈ X va�i |fm(x) − fn(x)| < ε

2 . Poxto nejednakost va�i za sve
x ∈ X, onda ona va�i i kada x te�i x0. Prelaskom na limes u posled�oj nejednakost
dobijamo da za dato n0, za sve m > n ≥ n0 i sve x ∈ X va�i

| lim
x→x0

fm(x)− lim
x→x0

fn(x)| ≤
ε

2
< ε,

tj. |bm − bn| < ε.

- Poka�imo limn→∞ bn = limx→x0 f(x). Poxto je bn Koxijev niz, onda je on kon-
vergentan, dakle postoji b ∈ R tako da je limn→∞ bn = b. Dakle, treba pokazati da
je limx→x0 f(x) = b. Neka je ε > 0 proizvo	no. Treba na�i δ > 0 tako da za sve
x ∈ X,x 6= x0 va�i: ako je 0 < |x−x0| < δ onda je |f(x)− b| < ε. Poxto �emo koristiti
tri nejednakosti, prelazimo na ε

3 .
• Na osnovu jednakosti limn→∞ bn = b znamo da postoji n1 ∈ N tako da za sve n ≥ n1
va�i |bn − b| < ε

3 .
• Na osnovu uslova 1) znamo da postoji n2 ∈ N tako da za sve n ≥ n2 i za sve x ∈ X
va�i |fn(x)− f(x)| < ε

3 .
Neka je n0 = max{n1, n2}.
• Na osnovu uslova 2) va�i limx→x0 fn0(x) = bn0 , tj, postoji δ > 0 tako da za sve
x ∈ X,x 6= x0 va�i: ako je 0 < |x− x0| < δ onda je |fn0(x)− bn0 | < ε

3 .
Na osnovu sve tri nejednakosti kao i nejednakosti trougla zak	uqujemo da za pronad-
jeno δ > 0 i za sve x ∈ X,x 6= x0 va�i: ako je 0 < |x− x0| < δ onda je

|f(x)− b| < |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− bn0 |+ |bn0 − b| < ε.

Time je dokaz zavrxen. �

Posledica. Neka je dat niz neprekidnih funkcija fn : X → R. Ako niz fn
ravnomerno konvergira ka funkciji f : X → R onda je i f neprekidna funkcija.

Dokaz. Treba pokazati da je limx→x0 f(x) = f(x0), za proizvo	no x0 ∈ X. (Ako je
x0 ∈ X taqka u kojoj su funkcije fn neprekidne, onda podrazumevamo da je x0 taqka
nagomilava�a skupa X, zato xto definicija neprekidnosti funkcije u izolovanoj
taqki nema smisla). Poxto su funkcije fn neprekidne u x0 onda va�i limx→x0 fn(x) =
fn(x0) (tj bn = fn(x0)). Dakle, ispu�ena su oba uslova iz teoreme o zameni mesta dva
limesa, pa sledi

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0).

Time je dokaz zavrxen. �

Primer. Ve� smo pokazivali da funkcionalni niz fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] konvergira

taqka po taqka ka funkciji f(x) =

{
1, x = 1,

0, x ∈ [0, 1),
ali ne konvergira ravnomerno.
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To smo pokazali preko definicije. Me�utim, isto mo�emo zak	uqiti i na osnovu
prethodne posledice, zato xto su funkcije fn neprekidne, a graniqna funkcija f je
prekidna.

Primer. Ispitati ravnomernu konvergenciju niza fn(x) = e−nx, x ∈ [0, 1].

Funkcije fn su neprekidne, ali limn→∞ fn(x) = f(x) =

{
0 , x ∈ (0, 1]
1 , x = 0

je prekidna

funkcija. Sledi da fn ne konvergira ravnomerno ka f na skupu [0, 1].

Teorema o zameni mesta limesa i reda. Neka je dat funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x),
gde je fn : X → R, n ∈ N funkcionalni niz, i neka je x0 ∈ R taqka nagomilava�a
domena X. Neka va�i:

1)
∑∞

n=1 fn(x) ravnomerno konvergira ka funkciji s : X → R i

2) za svako n ∈ N va�i limx→x0 fn(x) = bn, gde je bn, n ∈ N niz realnih brojeva.

Tada va�i

-
∑∞

n=1 bn konvergira i

-
∑∞

n=1 bn = limx→x0 s(x).

Posled�a jednakost znaqi

∞∑
n=1

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

∞∑
n=1

fn(x).

Dokaz. Niz parcijalnih suma sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) zadovo	ava slede�e:
1) sn ravnomerno konvergira ka funkciji s(x), xto sledi iz definicije ravnomerne
konvergencije funkcionalnog reda);
2) Za svako n ∈ N va�i limx→x0 sn(x) =

∑n
k=1 limx→x0 fk(x) = b1 + · · ·+ bn.

Sada mo�emo da primenimo teoremu o dva limesa. Sledi,

∞∑
n=1

bn = lim
n→∞

n∑
k=1

bk = lim
n→∞

n∑
k=1

lim
x→x0

fn(x)

∗1
= lim

n→∞
lim
x→x0

n∑
k=1

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

sn(x)

∗2
= lim

x→x0
lim
n→∞

sn(x) = lim
x→x0

s(x),

pri qemu ∗1 va�i zato xto limes i konaqna suma komutiraju, a ∗2 va�i na osnovu
teoreme o dva limesa. �

Posledica. Neka je dat funkcionalni red
∑∞

n=1 fn(x), gde je fn : X → R, n ∈ N
niz neprekidnih funkcija. Ako

∑∞
n=1 fn(x) ravnomerno konvergira ka funkciji s :

X → R onda je i s neprekidna funkcija.

Dokaz. Treba pokazati da je limx→x0 s(x) = s(x0), za proizvo	no x0 ∈ X. Poxto
su funkcije fn neprekidne u x0 onda va�i limx→x0 fn(x) = fn(x0). Poxto va�i i
ravnomerna konvergencija reda, ispu�ena su oba uslova iz teoreme o zameni mesta
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limesa i reda, pa sledi

lim
x→x0

s(x) = lim
x→x0

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑
n=1

lim
x→x0

fn(x) =
∞∑
n=1

fn(x0) = s(x0).

Ova posledica se mo�e dokazati i na drugi naqin: poxto su funkcije fn neprekidne,
onda je i �ihov konaqan zbir neprekidna funkcija. Dakle sn(x) =

∑n
k=1 fk(x) je niz

neprekidnih funkcija. Poxto ravnomerno konvergira ka funkciji s(x), onda je na os-
novu prethodne posledice i s(x) neprekidna funkcija. �

Primer. Ispitati neprekidnost funkcije s(x) =
∑∞

n=1
sinn6x
n4 .

Svaka od funkcija fn(x) =
sinn2x
n4 je neprekidna. Red ravnomerno konvergira na osnovu

Vajerxtrasovog kriterijuma: poxto je |fn(x)| ≤ 1
n4 i

∑∞
n=1

1
n4 konvergira, onda red∑∞

n=1
sinn2x
n4 ravnomerno konvergira. Na osnovu posledice sledi da je s neprekidna

funkcija.

Teorema o zameni mesta limesa i integrala. Neka je dat niz Riman-integrabilnih
funkcija fn : [a, b] → R, n ∈ N. Ako niz fn ravnomerno konvergira ka funkciji
f : [a, b]→ R tada je i f Riman-integrabilna funkcija i va�i∫ b
a f(x)dx = limn→∞

∫ b
a fn(x)dx.

Posled�a jednakost znaqi∫ b

a
lim
n→∞

fn(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a
fn(x)dx.

Teorema o zameni mesta sume i integrala. Neka je dat niz Riman-integrabilnih
funkcija fn : [a, b] → R, n ∈ N. Ako

∑∞
n=1 fn(x) ravnomerno konvergira ka funkciji

s : [a, b]→ R tada je i s Riman-integrabilna funkcija i va�i∫ b
a s(x)dx =

∑∞
n=1

∫ b
a fn(x)dx.

Posled�a jednakost znaqi ∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x)dx.

Dokaz. Posmatramo niz parcijalnih suma sn(x) =
∑n

k=1 fk(x). Tada sn ravnomerno
konvergira ka funkciji s(x) i svaka funkcija sn je Riman-integrabilna, kao konaqna
suma Riman-integrabilnih funkcija. Dakle, mo�emo primeniti teoremu o zameni
mesta limesa i integrala. Sledi da je s Riman-integrabilna funkcija i

∫ b

a
s(x)dx =

∫ b

a
lim
n→∞

sndx
T
= lim

n→∞

∫ b

a
sndx = lim

n→∞

∫ b

a

n∑
k=1

fk(x)dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫ b

a
fk(x)dx =

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x)dx.
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Time je dokaz zavrxen. �

Primer. Ispitati da li se red
∑∞

n=1
arctg

√
x

n2 , x ∈ [0, 1] mo�e integraliti qlan po
qlan (tj. da li red i integral komutiraju).

Poxto je svaka funkcija fn(x) = arctg
√
x

n2 integrabilna (zato xto je neprekidna),
treba jox proveriti ravnomernu konvergenciju. Koristimo Vajerxtrasov kriteri-

jum: |fn(x)| ≤ arctg 1
n2 = π

4
1
n2 i red

∑∞
n=1

1
n2 konvergira. Sledi da red

∑∞
n=1

arctg
√
x

n2

ravnomerno konvergira, pa na osnovu prethodne teoreme mo�emo integraliti qlan po
qlan.


