
Stav. (Koxijev koreni kriterijum.) Neka je
∑∞

n=1 an red sa pozitivnim qlanovima.

1) Ako je

lim sup
n→∞

n
√
an < 1

onda red
∑∞

n=1 an konvergira.

2) Ako je

lim sup
n→∞

n
√
an > 1

onda red
∑∞

n=1 an divergira.

Dokaz. 1) Ako je lim supn→∞ n
√
an < 1 to znaqi da je najve�a taqka nagomilava�a

niza n
√
an ma�a od 1, pa su i sve druge taqke nagomilava�a niza n

√
an tako�e ma�e od

1. Sledi da postoji neko q ∈ (0, 1) tako da je n
√
an < q za sve n ∈ N, osim najvixe za

�ih konaqno mnogo. Dakle, va�i an < qn, za sve n ≥ n0. Sada mo�emo da primenimo
prvi poredbeni kriterijum. Prvo

∑∞
n=1 q

n konvergira za q ∈ (0, 1) tada i
∑∞

n=n0
qn

konvergira za q ∈ (0, 1), pa na osnovu prvog poredbenog kriterijuma i red
∑

n≥n0
an

konvergira. Konaqno, onda konvergira i red
∑∞

n=1 an.

2) Ako je lim supn→∞ n
√
an > 1 to znaqi da postoji podniz niza an koji konvergira

nekom broju r > 1. Dakle, beskonaqno mnogo qlanova niza an se nalazi u svakoj ε-
okolini broja r > 1. To znaqi da ovaj podniz sigurno ne te�i ka nuli, pa samim ti ni
ceo niz an ne te�i ka nuli. Dakle red

∑∞
n=1 an divergira. �

Napomena. Ako je lim supn→∞ n
√
an = 1 onda Koxijev kriterijum ne daje odgovor.

Kao primer mogu poslu�iti isti redovi kao u napomeni kod Dalamberovog kriteri-
juma. Ako je an = 1

n onda je lim supn→∞ n
√
an = 1 a red

∑∞
n=1 an divergira. Me�utim,

ako je an = 1
n2 i onda je lim supn→∞ n

√
an = 1 ali red

∑∞
n=1 an konvergira.

Primer. Ispitati da li red
∑∞

n=1
n5

5n konvergira.

Poxto je limn→∞
n

√
n5

5n = 1
5 , sledi na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma da red

konvergira.

Primer. Ispitati da li red
∑∞

n=1

(
n−1
n+1

)n(n−1)
konvergira.

Poxto je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(n− 1

n+ 1

)n−1
= lim

n→∞

1(
n+1
n−1

)n−1 = lim
n→∞

1(
1 + 1

(n−1)/2

)n−1 =
1

e2

i 1
e2
< 1 sledi da red

∑∞
n=1

(
n−1
n+1

)n(n−1)
konvergira.

Napomena. Iz analize 1 je poznata nejednakost

lim inf
n→∞

an+1

an
≤ lim inf

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞
n
√
an ≤ lim sup

n→∞

an+1

an
.

1
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To znaqi da je Koxijev koreni kriterijum jaqi od Dalamberovog. Dakle, ako mo�emo
da primenimo Dalamberov kriterijum, onda sigurno mo�emo i Koxijev koreni kriteru-
jum. Da, obrnuto ne va�i sledi iz narednog primera.

Primer. Neka je red
∑∞

n=1 an dat na slede�i naqin

a2n =
1

2n
, a2n−1 =

1

3n
, n = 1, . . .∞.

Tada je

lim sup
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
2n+1

1
3n

= lim
n→∞

1

2

(3
2

)n
=∞

i

lim inf
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(2
3

)n
= 0.

Dakle, Dalamberov kriterijum ne daje odgovor. S druge strane va�i

lim sup
n→∞

n
√
an =

1√
2
< 1,

pa red konvergira na osnovu Koxijevog korenog kriterijuma.

• Ovaj limes superior se proverava na slede�i naqin. Imamo dva podniza niza an,
to su a2n = 1

2n i a2n−1 =
1
3n . Tada i niz

n
√
an ima dva podniza, i to su

2n
√
a2n =

2n

√
1

2n
=

1

2
n
2n

=
1

2
1
2

=
1√
2

i

2n−1
√
a2n−1 =

2n−1

√
1

3n
=

1

3
n

2n−1

.

Prvi podniz je konstantan pa je i �egova taqka nagomilava�a ta konstanta 1√
2
. Za

drugi podniz va�i

lim
n→∞

1

3
n

2n−1

=
1

3
1
2

=
1√
3
.

Dakle, imamo dve taqke nagomilava�a niza n
√
an i to su

1√
2
i 1√

3
. Ve�a je 1√

2
pa je to

ujedno i limes superior niza n
√
an.

Redovi sa proizvo	nim qlanovima.

Stav. (Lajbnicov kriterijum) Neka je an ≥ 0 opadaju�i niz realnih brojeva koji
konvergira ka nuli. Tada red

∑∞
n=1(−1)nan konvergira.

Dokaz. Posmatramo niz parnih parcijalnih suma s2n.Tada je

s2(n+1) = s2n + a2n+1 − a2n+2 ≤ s2n.
Dakle, ovaj niz je opadaju�i. Poxto je ograniqen odozdo sa −a1 sledi da je i konver-
gentan, tj

lim
n→∞

s2n = A.
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Sada posmatramo niz neparnih parcijalnih suma s2n+1. Poxto je

s2n+1 − s2n = a2n+1,

prelaskom na limes dobijamo
lim
n→∞

s2n+1 = A.

Dakle, sledi da niz parcijalnih suma sn konvergira. �

Primer. Red
∑∞

n=1(−1)n
1
n konvergira na osnovu Lajbnicovog kriterijuma.

Definicija. Red
∑∞

n=1 an se naziva alterniraju�i red ako za sve n ∈ N va�i

anan+1 < 0. Na primer, red oblika
∑∞

n=1(−1)nan je alterniraju�i red.

Sliqno kao kod nesvojstvenog integrala uvodimo apsolutnu i uslovnu konvergenciju
reda.

Definicija. Ka�emo da red
∑∞

n=1 an apsolutno konvergira ako konvergira red∑∞
n=1 |an|.

Stav. Ako red apsolutno konvergira, onda on konvergira.

Dokaz. Ako je red
∑∞

n=1 |an| konvergentan onda na osnovu Koxijevog kriterijuma,
za svako ε > 0 postoji n0 tako da za sve m > n ≥ n0 va�i

|am|+ |am−1|+ · · · |an+1| < ε.

Sada, na osnovu nejednakosti trougla va�i

|am + am−1 + · · · an+1| ≤ |am|+ |am−1|+ · · · |an+1|ε.
Pa konvergenciju reda

∑∞
n=1 an mo�emo dokazati uz pomo� Koxijevog kriterijuma. �

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i, iz obiqne konvergencije reda ne mora da
sledi i apsolutna konvergencija. U tom sluqaju, kada red konvergira, ali apsolutno
divergira, ka�emo da taj red uslovno konvergira. Primer takve konvergencije je red∑∞

n=1(−1)n
1
n .

Primer. Red
∑∞

n=1 cosnπ
2n

n! konvergira apsolutno, pa i obiqno.

Funkcionalni nizovi.

Do sada smo se susreli sa nizovima realnih brojeva an, n ∈ N. Dakle, za svako n ∈ N
va�i da je an realan broj. Sada �emo uopxtiti ovaj pojam, na nizove funkcija.

Definicija. Funkcionalni niz je niz funkcija, fn : X → R, n ∈ N. Domen niza
funkcija je skup X ⊂ R. Za svako x ∈ X niz fn(x), n ∈ N, je niz realnih brojeva.

Primer 1. Neka je f : X → R proizvo	na funkcija. Tada je fn(x) = f(x), n ∈ N,
konstantan niz. Dakle, svi qlanovi niza su me�usobno jednaki. (Pogledati sliku
levo.)
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Primer 2. fn(x) = n, n ∈ N. Ovaj funkcionalni niz je zapravo niz realnih
brojeva. Svaka funkcija je konstanta. (Pogledati sliku desno.)

Primer 3. U prethodna dva primera funkcije niza ili ne zavise od n ili ne zavise
od x. Funkcije niza uglavnom zavise od oba parametra. Takav je primer fn(x) = x− 1

n ,
n ∈ N.

U nastavku �emo se baviti konvergencijom funkcionalnih nizova.

Definicija. Funkcionalni niz fn, n ∈ N, konvergira u taqki x0 ka vrednosti
c ∈ R ako va�i

lim
n→∞

fn(x0) = c.

Dakle, ovo je limes realnih brojeva, pa se �ime ne�emo mnogo baviti.

Definicija. Funkcionalni niz fn, n ∈ N, konvergira taqka po taqka ka funkciji
f ako za svako x ∈ X va�i

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Dakle, za svako fiksirano x ∈ X imamo limes niza realnih brojeva. Ekvivalentno,
za svako x ∈ X i za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N (koje zavisi od x i od ε) tako da za sve
n ≥ n0 va�i

|fn(x)− f(x)| < ε.

Konvergencije taqka po taqka zapravo znaqi konvergencija u svakoj taqki x ∈ X.
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Primer 1. Konstantan funkcionalni niz fn(x) = f(x), n ∈ N, konvergira taqka
po taqka funkciji f.

Primer 2. Funkcionalni niz fn(x) = n ne konvergira taqka po taqka ni jednoj
funkciji zato xto je limn→∞ fn(x) =∞.

Primer 3. Funkcionalni niz fn(x) = x+ 1
n konvergira taqka po taqka funkciji

f(x) = x. Naime, za proizvo	no x ∈ X i za proizvo	no ε > 0 mo�emo uzeti n0 >
1
ε .

Tada za sve n ≥ n0 va�i, |fn(x) − f(x)| = 1
n ≤

1
n0

< ε. Primetimo, da mo�emo uzeti
jedno isto n0 za sve x ∈ X.

Primer 4. Funkcionalni niz fn : [0, 1] → R definisan sa fn(x) = xn konvergira

taqka po taqka ka funkciji limn→∞ fn(x) = f(x) =

{
1, x = 1,

0, x ∈ [0, 1).

Primer 5. Funkcionalni niz fn(x) = arctg nx, x > 0, konvergira ka funkciji
f(x) = π/2.

Definicija. Funkcionalni niz fn, n ∈ N, ravnomerno konvergira ka funkciji
f ako za svako ε postoji n0 ∈ N (koje zavisi od ε) tako da za sve n ≥ n0 i za sve x ∈ X
va�i

|fn(x)− f(x)| < ε.

Stav. Ako funkcionalni niz konvergira ravnomerno, onda on konvergira i taqka
po taqka.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije. Kod ravnomerne konvergencije za svako
ε > 0 postoji n0 koje zavisi samo od tog ε. To jedno n0 se mo�e iskoristiti kod konver-
gencije taqka po taqka za svako x ∈ X. �
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Napomena. Obrnito ne mora da va�i. Ako funkcionalni niz konvergira taqka
po taqka, on ne mora da konvergira ravnomerno. Primer takvog niza je fn : [0, 1]→ R
definisan sa fn(x) = xn, kao i fn(x) = arctgnx, x > 0.

Stav. Funkcionalni niz fn konvergira ravnomerno ka funkciji f ako i samo ako
va�i

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0.
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Dokaz. Po definiciji limesa niza realnih brojeva jednakost limn→∞ supx∈X |fn(x)−
f(x)| = 0 znaqi da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve n ≥ n0 va�i

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| < ε.

Poxto je |fn(x)− f(x)| ≤ supx∈X |fn(x)− f(x)|, za sve x ∈ X sledi upravo definicija
ravnomerne konvergencije. �

Primer 1. Konstantan funkcionalni niz fn(x) = f(x), n ∈ N, konvergira ravnomerno
ka funkciji f.

Primer 2. Funkcionalni niz fn(x) = n ne konvergira ravnomerno ni ka jednoj
funkciji, zato xto ne konvergira taqka po taqka.

Primer 3. Funkcionalni niz fn(x) = x + 1
n konvergira ravnomerno funkciji

f(x) = x. Kada smo pokazivali da ovaj funkcionalni niz konvergira taqka po taqka,
objasnili smo da izbor n0 ne zavisi od x ∈ X.

Primer 4. Funkcionalni niz fn : [0, 1] → R definisan sa fn(x) = xn ne konver-

gira ravnomerno ka funkciji f(x) =

{
1, x = 1,

0, x ∈ [0, 1).
Poka�imo to uz pomo� posled-

�eg stava. Poxto je

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| ≥ sup
x∈[0,1)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1)

|xn| = 1,

za svako n ∈ N, prelaskom na limes rezultat ostaje 1. Dakle, ne va�i limn→∞ supx∈X |fn(x)−
f(x)| = 0 pa funkcionalni red fn ne konvergira ravnomerno ka funkciji f.

Primer 5. Funkcionalni niz fn(x) = arctg nx, x > 0, ne konvergira ravnomerno
ka funkciji f(x) = π/2. Naime,

sup
x>0
|fn(x)− f(x)| = sup

x>0
| arctg nx− π/2| ≥ sup

x= 1
n2 ,n∈N

| arctg nx− π/2| = π/2.

za svako n ∈ N. Dakle, prelaskom na limes kada n → ∞, rezultat ostaje π/2, pa
funkcionalni niz fn ne konvergira ravnomerno.

Stav. (Linearnost ravnomernog limesa) Ako funkcionalni nizovi fn i gn ravnomerno
konvergiraju ka funkcijama f i g, onda funkcionalni niz fn + gn ravnomerno kon-
vergira ka funkciji f + g i za svaku konstantu λ niz λfn ravnomerno konvergira ka
λf.

Dokaz. Iz nejednakost

|fn + gn − (f + g)| ≤ |fn − f |+ |gn − g|

sledi

sup
x∈X
|fn(x) + gn(x)− (f(x) + g(x))| ≤ sup

x∈X
|fn(x)− f(x)|+ sup

x∈X
|gn(x)− g(x)|.
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Neka je ε > 0 proizvo	no. Poxto je limn→∞ supx∈X |fn(x) − f(x)| = 0 onda postoji
n1 ∈ N tako da za sve n ≥ n1 va�i

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| < ε/2

i sliqno zbog limn→∞ supx∈X |gn(x) − g(x)| = 0 postoji n2 ∈ N tako da za sve n ≥ n2
va�i

sup
x∈X
|gn(x)− g(x)| < ε/2.

Neka je n0 = max{n1, n2}. Tada za sve n ≥ n0 va�i

sup
x∈X
|fn(x)+ gn(x)− (f(x)+ g(x))| ≤ sup

x∈X
|fn(x)− f(x)|+ sup

x∈X
|gn(x)− g(x)| < ε/+ ε/2 = ε.

Dokaz za ravnomernu konvergenciju niza λfn je sliqan.
Time je dokaz zavrxen. �

Doma�i. a) Pokazati da funkcionalni niz fn(x) =
x
n konvergira taqka po taqka

ka funkciji f(x) = 0, ali ne konvergira ravnomerno.
b) Pokazati da funkcionalni niz fn(x) = cosx

n konvergira taqka po taqka ka
funkciji f(x) = 0 i konvergira ravnomerno.

Stav. (Koxijev kriterijum konvergencije funkcionalnih nizova taqka po taqka)
Funkcionalni niz fn : X → R konvergira taqka po taqka na X ako i samo ako va�i
da za svako x ∈ X i za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N (koje zavisi i od x i od ε) tako da
za sve m > n ≥ n0 va�i

|fm(x)− fn(x)| < ε.

Stav. (Koxijev kriterijum ravnomerne konvergencije funkcionalnih nizova) Funkcionalni
niz fn konvergira ravnomerno ako i samo ako va�i da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N
(koje zavisi od ε, ali ne zavisi od x) tako da za sve m > n ≥ n0 i za sve x ∈ X va�i

|fm(x)− fn(x)| < ε.


