
Rimanov integral.

Do sada smo definisali Koxijev odre�eni integral funkcije f : [a, b]→ R koja je
obavezno neprekidna. Me�utim, odre�eni integral se mo�e definisati i za opxtiju
klasu funkcija. Uopxte�e Koxijevog integrala je Rimanov integral.

Ponovo posmatramo funkciju f : [a, b] → R, ali ovaj put bez pretpostavke da je
neprekidna. Podelimo interval [a, b] na n intervala i oznaqino podeone taqke sa
a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Ovaj put ne postav	amo uslov da su svi intervali jednakih
du�ina. Dakle, podela intervala [a, b] na n intervala nije jedinstvena. Oznaqimo
skup svih podela intervala [a, b] sa P([a, b]). Ako sa P oznaqimo jednu podelu i sa
a = x0 < x1 < · · · < xn = b podeone taqke, onda je dijametar podele P, u oznaci λ(P ),
du�ina najdu�eg intervala [xi, xi+1]. Preciznije,

λ(P ) = max{x1 − x0, . . . , xn − xn−1}.
Istaknute taqke podele P su taqke ξ1, . . . , ξn pri qemu va�i ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n.
Podelu P sa istaknutim taqkama ξ1, . . . , ξn oznaqavamo sa (P, ξ).

Integralna suma funkcije f za podelu P sa istaknutim taqkama ξ1, . . . , ξn je

Σ(f, P, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

Dakle, integralna suma je zbir povrxina pravougaonika, sliqno kao xto smo imali
kod definisa�a Koxijevog integrala.

Definicija. Funkcija f : [a, b] → R je Riman integrabilna na intervalu [a, b]
ako postoji realan broj I ∈ R takav da za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da za svaku
podelu (P, ξ) va�i ako je λ(P ) < δ tada je∣∣∣Σ(f, P, ξ)− I

∣∣∣ < ε.

Broj I nazivamo Rimanovim integralom funkcije f i pixemo oznaku

I =

∫ b

a
f(x)dx.

Za funkciju f ka�emo da je Riman-integrabilna ako postoji �en Rimanov integral.

Teorema. Svaka funkcija sa najvixe konaqno mnogo taqaka prekida na zatvorenom
intervalu je Riman-integrabilna, i tada su �en Koxijev i Rimanov integral jednaki.
Specijalno, svaka neprekidna funkcija na zatvorenom integralu je i Riman integra-
bilna.

Primer. Na�imo Rimanov integral konstantne funkcije f(x) = c na zatvorenom
intervalu [a, b].
Primetimo da je

Σ(f, P, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) = c(b− a).
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Dakle, integralna suma uopxte ne zavisi od parametra podele. To znaqi da je I =
c(b− a), xto se mo�e lako proveriti za proizvo	no ε i za proizvo	no δ.

Teorema. Svaka monotona funkcija na zatvorenom intervalu je Riman-integrabilna,
i �en Koxijev i Rimanov integral su jednaki.

Teorema. Ako je funkcija Riman-integrabilna na intervalu [a, b] tada je ona
ograniqena.

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i, ograniqena funkcija na zatvorenom in-
tervalu ne mora biti Riman-integrabilna. Takav je primer Dirihleova funkcija
χ : R→ R definisana sa

χ(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q.

Ova funkcija je prekidna u svakoj taqki svog domena. Na svakom proizvo	nom zatvorenom
intervalu [a, b] ova funkcija nije Riman-integrabilna.
Dokaz sledi iz va�ne teoreme da je funkcija Riman-integrabilna ako i samo ako

je �en skup taqaka prekida Lebegove mere nula.

Redovi

Posmatramo niz realnih brojeva an, n ∈ N. Bavi�emo se pita�em da li je mogu�e
sabrati sve qlanove ovog niza. Posmatramo jox jedan niz sn, n ∈ N, niz parcijalnih suma
niza an. Naime,

s1 = a1,

s2 = a1 + a2,

...

sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Definicija. Red realnih brojeva je ure�en par (an, sn) niza an i niza �egovih
parcijalnih suma sn. Oznaka reda je

∞∑
n=1

an.

Primetimo da je
∑∞

n=1 an = limn→∞
∑n

k=1 ak = limn→∞ sn. Zbog toga uvodimo slede�u
definiciju.

Definicija. Red konvergira ako postoji limes �egovih parcijalnih suma i ako

je taj limes konaqan. U suprotnom ka�emo da red divergira. Dakle, red
∑∞

n=1 an



3

konvergira ako postoji
lim
n→∞

sn

i ako je ovaj limes konaqan. Taj limes nazivamo sumom reda.

Primer.
∑∞

n=1
1
2n = 1.

Primer. Odredimo za koje q ∈ R konvergira red
∞∑
n=1

qn.

Poxto je
sn = q + q2 + · · ·+ qn,

tada je sn+1 = sn + qn+1 kao i qsn = sn+1 − q. Dakle qsn = sn + qn+1 − q, pa sledi

sn =
qn+1 − q
q − 1

.

Sada treba da na�emo limes ovog niza kada n te�i beskonaqno. Poxto je

lim
n→∞

qn =


0, |q| < 1,

1, q = 1,

∞, q > 1,

ne postoji, q ≥ −1.

Sledi da dati red konvergira samo u sluqaju |q| < 1. Ako je |q| < 1 va�i

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

qn+1 − q
q − 1

=
q

1− q
.

Stav. Ako red
∑∞

n=1 an konvergira tada �egov opxti qlan an te�i nuli, kad
n→∞.

Dokaz. Ako red konvergira onda je limn→∞ sn = s. Poxto je an = sn − sn−1
prelaskom na limes sledi

lim
n→∞

an = s− s = 0.

Time je dokaz zavrxen. �

Primer. Red
∑∞

n=1(−1)n divergira, zato xto mu opxti qlan ne te�i nuli.

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i. Ako opxti qlan reda te�i nula, ne mora
da znaqi da red konvergira. Pogledati primer

∑∞
n=1

1
n nakon Koxijevog kriterijuma

konvergencije.

Stav. (Linearnost redova.) Ako redovi
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn konvergiraju onda za
svako λ ∈ R i svako µ ∈ R konvergira i red

∑∞
n=1(λan + µbn) i va�i

∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

abn.
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Dokaz.

∞∑
n=1

(λan + µbn)
def
= lim

n→∞

n∑
k=1

(λak + µbk)

∗1
= lim

n→∞
λ

n∑
k=1

ak + µ
n∑
k=1

bk

∗2
= λ lim

n→∞

n∑
k=1

ak + µ lim
n→∞

n∑
k=1

bk

= λ
∞∑
n=1

an + µ
∞∑
n=1

abn,

pri qemu jednakost ∗1 va�i zbog linearnosti konaqne sume, a jednakost ∗2 va�i
zbog linearnosti limesa. Time je dokaz zavrxen. �

Stav.* Red
∑∞

n=1 an konvergira ako i samo ako red
∑∞

n=n0
an konvergira, za proizvo	no

n0 ∈ N.
Dokaz. Poxto je

∞∑
n=1

an =

n0−1∑
n=1

an +

∞∑
n=n0

an,

a prva suma na desnoj strani je konaqna suma brojeva, dakle konaqan broj, sledi da je
suma

∑∞
n=1 an konaqna ako i samo ako je i suma

∑∞
n=n0

an konaqna. �

Stav. (Koxijev kriterijum konvergencije.) Red
∑∞

n=1 an konvergira ako za svako
ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za svako n > m ≥ n0 va�i

|am+1 + · · ·+ an| < ε.

Dokaz. Dokaz sledi iz Koxijevog kriterijuma konvergencije nizova. Niz sn kon-
vergira ako i samo ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za svako m > n ≥ n0
va�i

|sm − sn| < ε.

Poxto je sm− sn = an+1 + · · ·+am sledi tvr�e�e. �

Primer. Poka�imo da harmonijski red
∑∞

n=1
1
n divergira, uz pomo� Koxijevog

kriterijuma. Neka je ε = 1
2 . Pokaza�emo da za svako n0 ∈ N postoje m > n ≥ n0 tako

da je

|sm − sn| > ε.

Neka je n0 proizvo	no. Tada va�i za m = 2n da je

sm − sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
· · ·+ 1

2n
≥ n 1

2n
=

1

2
.
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Primer. Poka�imo da red
∑∞

n=1
1
n2 konvergira, uz pomo� Koxijevog kriterijuma.

Neka je ε > 0 proizvo	no. Neka je n0 ∈ N takvo da va�i n0ε > 1. Ovakvo n0 sigurno
postoji na osnovu Arhimedove aksiome. Tada za sve m > n ≥ n0 va�i

sm − sn =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
· · ·+ 1

m2

≤ 1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(m− 1)m

=
1

n
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ 1

m− 1
− 1

m

=
1

n
− 1

m
<

1

n
≤ 1

n0
< ε.

Redovi sa pozitivnim qlanovima.

Stav. Red
∑∞

n=1 an, an ≥ 0 konvergira ako i samo ako je niz �egovih parcijalnih
suma ograniqen.

Dokaz. Ako red
∑∞

n=1 an konvergira onda na osnovu definicije va�i da je niz
parcijalnih suma sn = a1+· · ·+an konvergentan. Svaki konvergentan niz je ograniqen,
pa je time i sn ograniqen. S druge strane, ako treba da poka�emo da red konvergira,
poka�imo da je monoton. Koristimo to xto je an ≥ 0, za sve n ∈ N, pa znaqi da je
sn+1 = sn+an ≥ sn. Dakle, sn je monotono rastu�i niz. Ako je niz sn i ograniqen onda
je on na osnovu teoreme iz Analize 1 konvergentan. To po definiciji konvergencije
reda znaqi da dati red konvergira. �

Primer. Pokazati da red
∑∞

n=1
1√
n
divergira.

Primetimo da je sn = 1 + 1√
2

+ · · ·+ 1√
n
≥ n 1√

n
=
√
n. Dakle, niz parcijalnih suma

nije ograniqen niz, pa ne konvergira.

Stav. (Prvi poredbeni kriterijum.) Ako je 0 ≤ an ≤ bn i ako red
∑∞

n=1 bn konver-
gira, onda konvergira i red

∑∞
n=1 an.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu nejednakosti

am+1 + · · ·+ an < bm+1 + · · ·+ bn < ε

i Koxijevog kriterijuma. �

Primer. Pokazati da red
∑∞

n=1
1

n(n+3) konvergira.

Dokaz sledi na osnovu nejednakosti 1
n(n+3) <

1
n2 i prvog poredbenog kriterijuma.
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Primer. Poxto red
∑∞

n=1
1
np konvergira za p = 2 i divergira za p = 1, onda na

osnovu prvog poredbenog kriterijuma sledi da ovaj red konvergira za sve p > 2 i
divergira za sve p < 1. Konvergenciju u sluqaju 1 < p < 2 �emo pokazati uz pomo�
integralnog kriterijuma.

Stav. (Drugi poredbeni kriterijum) Neka su
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn redovi sa nenega-
tivnim qlanovima i neka je

c = lim
n→∞

an
bn
.

Tada va�i:

1) Ako 0 < c < ∞ tada ili obe sume
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn konvergiraju, ili obe
divergiraju.

2) Ako je c = 0 i ako suma
∑∞

n=1 bn konvergira, onda konvergira i suma
∑∞

n=1 an
konvergira.

3) Ako je c =∞ i ako suma
∑∞

n=1 an konvergira onda i suma
∑∞

n=1 bn konvergira.

Dokaz. 1) Neka je ε > 0 proizvo	no. Tada postoji n0 ∈ N tako da za sve n ≥ n0
va�i c− ε < an

bn
< c+ ε. Dakle,

(c− ε)bn < an < (c+ ε)bn, n ≥ n0.

Ako
∑∞

n=1 an konvergira, onda, na osnovu Stava* konvergira i red
∑∞

n=n0
an. Tada na

osnovu prve nejednakosti (c− ε)bn < an, za sve n ≥ n0 i prvog poredbenog kriterijuma
konvergira i red

∑∞
n=n0

bn. Da	e, na osnovu istog stava konvergira i red
∑∞

n=1 bn.

S druge strane, ako
∑∞

n=1 bn konvergira,onda na osnovu druge nejednakosti an <
(c+ ε)bn i prvog poredbenog kriterijuma konvergira i

∑∞
n=1 an.

2) Ako je c = 0 onda iskoristimo drugu nejednakost an < εbn i prvi poredbeni
kriterijum.

3) Ako je c =∞ onda za proizvo	noM > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve n ≥ n0 va�i
an
bn
> M. Dakle an > Mbn, za sve n ≥ n0 pa ponovo iskoristimo prvi poredbeni kriter-

ijum. �

Primer. Red
∑∞

n=1 log(1 + 1
n) divergira zato xto je

log(1 +
1

n
) ∼ 1

n
,

kada n→∞ a red
∑∞

n=1
1
n divergira.

Stav. (Integralni kriterijum konvergencje reda.) Neka je data neprekidna i
monotono opadaju�a funkcija f : [1,∞)→ R≥0. Tada nesvojstveni integral

∫∞
1 f(x)dx

konvergira ako i samo ako red
∑∞

n=1 f(n) konvergira.

Dokaz. Poxto je f monotono opadaju�a funkcija, onda va�i

f(x) ≤ f(n), x ∈ [n, n+ 1],
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za sve n ≥ 1. Na osnovu prvog poredbenog kriterijuma za nesvojstvene integrale sledi∫ n+1

n
f(x)dx ≤

∫ n+1

n
f(n)dx = f(n).

Sliqno je

f(n) ≤ f(x), x ∈ [n− 1, n],

za sve n ≥ 2, pa va�i

f(n) =

∫ n

n−1
f(n)dx ≤

∫ n

n−1
f(x)dx.

Dakle, ∫ n+1

n
f(x)dx ≤ f(n) ≤

∫ n

n−1
f(x)dx.

Sada sumira�em za sve n ≥ 1 i n ≤M, za neko M > 0 dobijamo∫ M+1

1
f(x)dx ≤

M∑
n=1

f(n) ≤ f(1) +

∫ M

1
f(x)dx.

Prelaskom na limes kada M →∞ sledi tra�eno tvr�e�e. �

Primer. Red
∑∞

n=1
1
np konvergira ako i samo ako je p > 1. Ovaj rezultati sledi iz

konvergencije nesvojstvenog integrala
∫∞
1

1
xpdx, ako i samo ako je p > 1.

Zadatak. Dokazati da red

∞∑
n=1

( 1

(n− 1)α
− 1

nα

)
konvergira za svako α ≥ 0.



8

Ako je α = 0tada imamo nula red koji konvergira ka nuli. Da	e, primetimo da je

1

(n− 1)α
− 1

nα
=
nα − (n− 1)α

nα(n− 1)α
∼ αnα−1

n2α
=

α

nα+1
.

Poxto red
∑∞

n=1
1

nα+1 konvergira za sve α > 0, onda tada konvergira i poqetni red.

Stav. (Dalamberov kriterijum.) Neka je
∑∞

n=1 an red sa pozitivnim qlanovima.

1) Ako je

lim sup
n→∞

an+1

an
< 1

onda red
∑∞

n=1 an konvergira.

2) Ako je

lim inf
n→∞

an+1

an
> 1

onda red
∑∞

n=1 an divergira.

Dokaz. 1) Ako je lim supn→∞
an+1

an
< 1, to znaqi da je najve�a taqka nagomilava�a

niza ma�a od 1, pa su sve taqke nagomilava�a ma�e od 1. Sledi da postoji q ∈ (0, 1)
tako da va�i an+1

an
< q, za sve n ∈ N osim za �ih konaqno mnogo. Dakle, za sve n ≥ n0

va�i an+1

an
< q. Mno�e�em ovih nejednakosti dobijamo

an
an−1

an−1
an−2

· · · an0+1

an0

< qn−n0 .

Sledi,

an < qn−n0 =
qn

qn0
.

Sada konvergencija reda
∑∞

n=n0
an sledi na osnovu prvog poredbenog kriterijuma i

konvergencije reda 1
qn0

∑∞
n=n0

qn =
∑∞

n=n0
qn−n0 .

2) Ako je lim infn→∞
an+1

an
> 1 znaqi da su sve taqke nagomilava�a ve�e od 1, pa za sve

n ∈ N, osim za �ih konaqno mnogo va�i an+1

an
> 1 tj an+1 > an. To znaqi da je niz an

rastu�i niz nenegativnih brojeva, pa samim tim ne mo�e da konvergira nuli. Dakle,
red

∑∞
n=1 an divergira. �

Napomena. Ako je lim supn→∞
an+1

an
= 1 onda Dalamberov kriterijum ne daje odgovor.

Na primer ako je an = 1
n onda je limn→∞

an+1

an
= 1 a red

∑∞
n=1 an divergira. Me�utim,

ako je an = 1
n2 i onda je limn→∞

an+1

an
= 1 ali red

∑∞
n=1 an konvergira.

Primer. Ispitati da li red
∑∞

n=1
1
n! konvergira.

Poxto je limn→∞
an+1

an
= limn→∞

1
n+1 = 0 sledi da red konvergira.

Primer. Ispitati da li red
∑∞

n=1
3n

n! konvergira.

Poxto je limn→∞
an+1

an
= limn→∞

3
n+1 = 0 sledi da red konvergira.


