
Podsetimo se.

Definicija. Ka�emo da nesvojstveni integral
∫ β
a f(x)dx apsolutno konvergira

ako konvergira integral
∫ β
a |f(x)|dx.

Stav. Ako nesvojstveni integral apsolutno konvergira, onda on konvergira.

Dokaz. Dokaz sledi iz osnovne integralne nejednakosti∣∣∣ ∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ b2

b1

|f(x)|dx,

i Koxijevog kriterijuma. �

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i, iz obiqne konvergencije nesvojstvenog inte-
grala ne mora da sledi i apsolutna konvergencija. U tom sluqaju, kada nesvojstveni
integral konvergira, ali apsolutno divergira, ka�emo da taj integral uslovno kon-

vergira. Primer takve konvergencije je integral
∫∞
π/2

sinx
x dx. Ovaj integral konver-

gira, ali apsolutno divergira, tj. integral
∫∞
π/2

∣∣∣ sinxx ∣∣∣dx divergira.

Poka�imo to.
• Poka�imo prvo da integral

∫∞
π/2

sinx
x dx konvergira.

Koristimo prvo parcijalnu integraciju∫ ∞
π/2

sinx

x
dx =

{
u(x) = 1/x
v = − cosx

}
= −cosx

x

∣∣∣∞
π/2
−
∫ ∞
π/2

cosx

x2
dx = −

∫ ∞
π/2

cosx

x2
dx.

Posled�i integral konvergira na osnovu primera sa prethodnog qasa.

• Poka�imo da integral
∫∞
π/2

sinx
x dx apsolutno divergira.

Primetimo da je∫ ∞
π/2

∣∣∣sinx
x

∣∣∣dx ≥ ∫ ∞
π/2

sin2 x

x
dx =

1

2

∫ ∞
π/2

1

x
dx− 1

2

∫ ∞
π/2

cos 2x

x
dx.

Poxto prvi integral sa desne strane divergira, a drugi konvergira (dokaz kao u prvo
delu), onda je i �ihova razlika divergentan integral.

Stav. (Drugi poredbeni kriterijum) Neka su f : [a, β) → R i g : [a, β) → R
neprekidne i pozitivne funkcije i neka je

c = lim
b→β−

f(x)

g(x)
.

Tada va�i:

1) Ako 0 < c < ∞ tada ili oba integrala
∫ β
a f(x)dx i

∫ β
a g(x)dx konvergiraju, ili

oba divergiraju.

2) Ako je c = 0 i ako
∫ β
a g(x)dx konvergira, onda konvergira i

∫ β
a f(x)dx.

3) Ako je c =∞ i ako
∫ β
a f(x)dx konvergira onda i

∫ β
a g(x)dx konvergira.
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Dokaz. 1) Neka je ε > 0 proizvo	no. Tada postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ (β− ε, β)

va�i c− ε < f(x)
g(x) < c+ ε. Dakle,

(c− ε)g(x) < f(x) < (c+ ε)g(x), x ∈ (β − ε, β).

Ako
∫ β
a f(x)dx konvergira, onda, na osnovu Posledice na strani 2. konvergira i∫ β

β−ε f(x)dx. Tada na osnovu prve nejednakosti (c− ε)g(x) < f(x), za sve x ∈ (β − ε, β),

i prvog poredbenog kriterijuma konvergira i
∫ β
β−ε g(x)dx. Poxto je∫ β

a
g(x)dx =

∫ β−ε

a
g(x)dx+

∫ β

β−ε
g(x)dx,

a prvi integral sa desne strane je Koxijev, dakle i konaqan, sledi da konvergira i

integral
∫ β
a g(x)dx.

S druge strane, ako
∫ β
a g(x)dx konvergira,onda na osnovu druge nejednakosti f(x) <

(c+ ε)g(x) i prvog poredbenog kriterijuma konvergira i
∫ β
a f(x)dx.

2) Ako je c = 0 onda iskoristimo drugu nejednakost f(x) < εg(x) i prvi poredbeni
kriterijum.

3) Ako je c =∞ onda za proizvo	no M > 0 postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ (β− ε, β)

va�i f(x)
g(x) > M. Dakle f(x) > Mg(x), za sve x ∈ (β − ε, β) pa ponovo iskoristimo prvi

poredbeni kriterijum. �

Primer. Ispitati za koje p ∈ R konvergira integral
∫∞
0

1
xp(x+1)dx.

Poxto ovaj integral ima dva singulariteta razdvoji�emo ga na dva∫ ∞
0

1

xp(x+ 1)
dx =

∫ 1

0

1

xp(x+ 1)
dx+

∫ ∞
1

1

xp(x+ 1)
dx.

Poxto je

lim
x→0+

1
xp(x+1)

1
xp

= 1,

onda
∫ 1
0

1
xp(x+1)dx konvergira ako i samo ako konvergira i integral

∫ 1
0

1
xpdx, dakle ako

je p < 1. S druge strane,

lim
x→∞

1
xp(x+1)

1
xp+1

= 1,

pa integral
∫∞
1

1
xp(x+1)dx konvergira ako i samo ako konvergira

∫∞
1

1
xp+1dx, tj. ako je

p > 0.
Dakle, poqetni integral konvergira za sve 0 < p < 1.

Primer. Primena nesvojstvenog integrala kod zapremine i povrxine omotaqa.
Posmatramo telo T koje nastaje rotacijom krive y = 1

x , 1 ≤ x <∞ oko x-ose. Zaprem-
ina ovog tela je

V (T ) = π

∫ ∞
1

1

x2
dx = π.
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Me�utim, povrxina omotaqa ovog tela je

Pom(T ) = 2π

∫ ∞
1

1

x

√
1 + (− 1

x2
)2dx =∞,

na osnovu prvog poredbenog kriterijuma, jer je 1
x ≤

1
x

√
1 + (− 1

x2
)2 i integral

∫∞
1

1
xdx =

∞ divergira. Dakle, ovo obrtno telo ima beskonaqnu povrxinu omotaqa, ali konaqnu
zapreminu. To naizgled deluje nemogu�e, mogu�e je ispuniti ovo telo bojom, ali ga je
nemogu�e obojiti sa spo	ax�e strane.

Gama i Beta funkcija.

Gama funkcija je definisana sa

Γ(α) =

∫ ∞
0

xα−1e−xdx.

Primer. Γ(1) =
∫∞
0 e−xdx = −e−x

∣∣∣∞
0

= 1.

Odredimo xta su domen i kodomen ove funkcije. Primetimo da je podintegralna
funkcija nenegativna, pa je i �en integral nenegativan. Da	e, ako bi taj integral
bio nula onda bi i podintegralna funkcija bila jednaka nuli, xto sledi iz Stava
sa 3. qasa. Zak	uqujemo da je dati integral uvek strogo pozitivan, pa je kodomen
funkcije Gama skup (0,∞).

Domen Gama funkcije je skup svih α ∈ R za koje je funkcija Γ dobro definisana
(dakle konaqna). To je zapravo skup svih α ∈ R za koje nesvojstveni integral konver-
gira. Poxto dati nesvojstveni integral ima potencijalno dva singulariteta �egovu
konvergenciju �emo ispitati razdvaja�em na dva∫ ∞

0
xα−1e−xdx =

∫ 1

0
xα−1e−xdx+

∫ ∞
1

xα−1e−xdx.

• Integral
∫ 1
0 x

α−1e−xdx. Primetimo da je

lim
x→0+

xα−1e−x

xα−1
= 1,

pa na osnovu drugog kriterijuma konvergencije (sluqaj c = 1) sledi da integral∫ 1
0 x

α−1e−xdx konvergira ako i samo ako konvergira integral∫ 1

0
xα−1dx.

Ovaj integral konvergira ako je α > 0 (pogledati prvi primer sa 5. qasa).
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• Integral
∫∞
1 xα−1e−xdx. Primetimo da za svako α ∈ R va�i

lim
x→∞

xα−1e−x

1
x2

= lim
x→∞

xα+1e−x = 0,

pri qemu posled�u jednkost mo�emo izraqunati Lopitalovim pravilom. Na osnovu
drugog kriterijuma konvergencije (sluqaj c = 0) sledi da iz konvergencije integrala∫ ∞

1

1

x2
dx

konvergira i integral
∫∞
1 xα−1e−xdx, za svako α ∈ R.

Poqetni integral
∫∞
0 xα−1e−xdx konvergira ako i samo ako konvergiraju oba inte-

grala
∫ 1
0 x

α−1e−xdx i
∫∞
1 xα−1e−xdx. Zak	uqujemo integral

∫∞
0 xα−1e−xdx konvergira

za sve α > 0, pa je domen Gama funkcije skup (0,∞.)
Dakle, imamo dobro definisanu Gama funkciju

Γ : (0,∞)→ (0,∞).

Stav. Za svako α > 0 va�i

Γ(α+ 1) = αΓ(α).

Dokaz. Koristimo parcijalnu integraciju

Γ(α+ 1) =

∫ ∞
0

xαe−xdx =
{
u(x) = xα

v(x) = −e−x
}

= −xαe−x
∣∣∣∞
0
−
∫ ∞
0

αxα−1(−e−x)dx

∗
= α

∫ ∞
0

xα−1e−xdx = αΓ(α).

Jednakost ∗ va�i zato xto je limx→0+ x
αe−x = 0 i limx→∞ x

αe−x = 0. �

Posledica. Za svako n ∈ N va�i Γ(n) = (n− 1)!.

Dokaz. Koristimo indukciju. Γ(1) = 1 = 0!, dakle, data pretpostavka je taqna za
n = 1. Pretpostavimo da je taqno Γ(n) = (n−1)!. Treba pokazati Γ(n+1) = n!. Zaista,

Γ(n+ 1)
∗1
= nΓ(n)

∗2
= n(n− 1)! = n!,

pri qemu jednakost ∗1 va�i na osnovu prethodnog stava, a jednakost ∗2 na osnovu in-
duktivne hipoteze. �

Teorema. Za svako α ∈ (0, 1) va�i

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sinπα
.

Primer. Γ(12) =
√

π
sinπ/2 =

√
π.
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Γ(32) = 1
2Γ(12) =

√
π
2 .

Primer. Poasonov integral. Neodre�eni integral
∫
e−x

2
dx nije integral elemen-

tarne funkcije, tj. ne postoji elementarna funkcija F takva da je F ′(x) = e−x
2
.

Me�utim, nesvojstveni integral ∫ ∞
−∞

e−x
2
dx

mo�emo izraqunati. Primetimo prvo da je podintegralna funkcija parna, dakle∫ ∞
−∞

e−x
2
dx = 2

∫ ∞
0

e−x
2
dx.

Poka�imo prvo da nesvojstveni integral
∫∞
0 e−x

2
dx konvergira.

Primetimo da je e−x
2 ≤ e−x, za svako x ≥ 1. Poxto je

∫∞
1 e−xdx = −e−x|∞1 =

e−1, onda na osnovu prvog poredbenog kriterijuma i integral
∫∞
1 e−x

2
dx konvergira.

Poxto je
∫∞
0 e−x

2
dx =

∫ 1
0 e
−x2dx +

∫∞
1 e−x

2
dx, a prvi integral sa desne strane nema

singulariteta, pa je konaqan, zak	uqujemo i da je integral
∫∞
0 e−x

2
dx konaqan.

Sada �emo izraqunati �egovu vrednost uz pomo� Gama funkcije.∫ ∞
0

e−x
2
dx =

{ x2 = t
dx = 1

2
√
t
dt

}
=

1

2

∫ ∞
0

t−
1
2 e−tdt =

1

2
Γ(

1

2
) =

√
π

2
.

Sledi, ∫ ∞
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

Beta funkcija je definisana sa

B(α, β) =

∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx.

Kao i kod Gama funkcije, podintegralna funkcija je nenegativna i razliqita od
nula funkcije, pa je dati integral uvek pozitivan. Odredimo domen beta funkcije,
tj. odredimo za koje vrednosti α i β konvergira dati integral. Poxto integral ima
dva potencijalna singulariteta razdvoji�emo ga na dva

∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx =

∫ 1
2

0
xα−1(1− x)β−1dx+

∫ 1

1
2

xα−1(1− x)β−1dx.

• Integral
∫ 1

2
0 xα−1(1− x)β−1dx. Primetimo da je

lim
x→0

xα−1(1− x)β−1

xα−1
= 1,
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pa na osnovu drugog kriterijuma konvergencije (sluqaj c = 1) sledi da integral∫ 1
2
0 xα−1(1− x)β−1dx konvergira ako i samo ako konvergira integral∫ 1

2

0
xα−1dx.

Ovaj integral konvergira ako je α > 0.

• Integral
∫ 1

1
2
xα−1(1− x)β−1dx. Primetimo da je

lim
x→1

xα−1(1− x)β−1

(1− x)β−1
= 1,

pa ponovo na osnovu drugog kriterijuma konvergencije (sluqaj c = 1) sledi da integral∫ 1
1
2
xα−1(1− x)β−1dx konvergira ako i samo ako konvergira integral∫ 1

1
2

(1− x)β−1dx.

U posled�i integral uvodimo smenu 1− x = t, pa sledi∫ 1

1
2

(1− x)β−1dx =

∫ 1
2

0
tβ−1dt.

Dakle, ovaj integral konvergira ako je β > 0.

Zak	uqujemo da poqetni integral
∫ 1
0 x

α−1(1 − x)β−1dx konvergira ako i samo ako
va�i α > 0 i β > 0. Dakle, domen Beta funkcije je (0,∞)× (0,∞) ⊂ R×R, pa imamo
dobro definisanu Beta funkciju

B : (0,∞)× (0,∞)→ (0,∞).

Stav. Za svako α > 0 i β > 0 va�i

B(α, β) =

∫ ∞
0

xα−1

(1 + x)α+β
dx.

Dokaz.

B(α, β) =

∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx =

{ x = y
1+y

dx = 1
(1+y)2

dy

}
=

∫ ∞
0

yα−1

(1 + y)α−1(1 + y)β−1
1

(1 + y)2
dy

=

∫ ∞
0

yα−1

(1 + y)α+β
dy.

Teorema. (Veza izme�u Gama i Beta funkcije.) Za sve α > 0 i β > 0 va�i

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
.
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Primer. Izraqunati
∫∞
0

1
1+x4

dx.

∫ ∞
0

1

1 + x4
dx =

{ t = x4

dx = t−3/4

4 dt

}
=

1

4

∫ ∞
0

t−3/4

1 + t
dt

=
1

4
B
(1

4
,
3

4

)
=

1

4

Γ(14)Γ(34)

Γ(1)
=

1

4

π

sin(π/4)
=

π

2
√

2
.


