
Povrxina omotaqa obrtnog tela.

Neka je data neprekidn-diferencijabilna funkcija f : [a, b] → R. Posmatramo
ponovo telo T koje se dobija rotacijom grafika ove funkcije oko x-ose. Ho�emo da
izraqunamo povrxinu omotaqa ovog tela.
Podelimo interval [a, b] na n jednakih delova i podeone taqke oznaqimo sa a = x0 <

x1 < · · · < xn = b. Nad svakim od intervala [xk−1, xk] posmatramo zarub	enu kupu Ck
koja se dobija rotacijom du�i dk koja spaja taqke (xk−1, f(xk−1)) i (xk, f(xk)) oko x-ose.
Xto je n ve�e, tj. podela intervala [a, b] finija, suma povrxina omotaqa zarub	enih
kupa Ck �e biti bli�a povrxini omotaqa datog tela T. Dakle, povrxinu omotaqa
tela T �emo aproksimirati sumom povrxina omotaqa ovih zarub	enih kupa.
Podsetimo se xta je povrxina omotaqa zarub	ene kupe K. Naime, ta povrxina

je jednaka razlici povrxina omotaqa kupe K1 i kupe K2, pri qemu je K = K1\K2.
Neka je izvodnica zarub	ene kupe s, i izvodnica male kupe s2. Tada je izvodnica
velike kupe s1 = s + s2. Ako je polupreqnik osnove velike kupe r1 onda je povrxina
omotaqa velike kupe jednaka povrxini kru�nog iseqka du�ine 2r1π i polupreqnika
s1. Povrxina kru�nog iseqka polupreqnika s1 nad uglom θ jednaka je 1

2θs
2
1. Du�ina

luka 2r1π odgovara upravo uglu θ = 2π r1s1 . Dakle

Pom(K1) =
1

2
2π
r1
s1
s21 = r1s1π.

Sliqno, ako je izvodnica male kupe s2 i polupreqnik osnove r2 onda je povrxina
omotaqa male kupe jednaka

Pom(K2) = r2s2π.

Sledi,

Pom(K) = (r1s1 − r2s2)π.

Sada koristimo s1 = s + s2 kao i sliqnost trouglova oznaqenih na desnoj slici, na
osnovu koje sledi r1−r2

s = r2
s2
. Dakle, r1s1−r2s2 = r1s+(r1−r2)s2 = r1s+r2s = (r1+r2)s.

Sledi,

Pom(K) = (r1 + r2)sπ.
1
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Kod zarub	ene kupe Kk polupreqnici baza su f(xk−1) i f(xk), a izvodnica je

s =

√
(f(xk−1)− f(xk))2 +

(b− a)2
n2

∗
=
√
(f ′(ck))2 + 1

b− a
n

,

za neko ck ∈ (xk−1, xk), pri qemu jednakost ∗ va�i na osnovu Lagran�ove teoreme, xto
je objax�eno kod du�ine krive.
Sledi

Pom(Kk) = (f(xk) + f(xk−1))
√

(f ′(ck))2 + 1
(b− a)
n

π.

Pom(Kk) = (f(xk) + f(xk−1))
√
(f ′(ck))2 + 1

(b− a)
n

π

= 2f(dk)
√

(f ′(ck))2 + 1
(b− a)
n

π

Sada povrxinu omotaqa tela T aproksimiramo sumom povrxina omotaqa ovih zarub	enih
kupa. Sledi

Pom(T ) = lim
n→∞

n∑
k=1

2f(dk)

√(
(f ′(ck))2 + 1

(b− a)
n

π
∗
=

∫ b

a
2πf(x)

√
1 + (f ′(x))2dx,

pri qemu ∗ va�i na osnovu osobine Koxijevog integrala da limes ne zavisi od izbora
izabranih taqaka.

Napomena. Uslov da je funkcija f neprekidno-diferencijabilna nam je neophodan
da bi podintegralna funkcija Koxijevog integrala bila neprekidna.

Primer. Izraqunati povrxinu sfere polupreqnika R.
Sfera se dobija rotacijom krive f(x) =

√
R2 − x2, −R ≤ x ≤ R oko x-ose. Na osnovu

prethodne formule sledi

P (S) =

∫ R

−R
2πf(x)

√
1 + (f ′(x))2dx = 4π

∫ R

0

√
R2 − x2 R√

R2 − x2
dx = 4πR2.
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Napomena. Prirodno je pita�e zaxto povrxinu omotaqa obrtnog tela ne raqunalo
kao aproksimaciju suma povrxina omotaqa va	aka. Pokuxajmo da uradimo sada tako.
Dakle povrxina omotaqa va	ka Vk nad intervalom [xk−1, xk] je 2rπH, pri qemu je r
polupreqnik osnove, a H visina va	ka. U naxem sluqaju je r = f(xk) i H = xk−xk−1.
Sledi

P (Vk) = 2f(xk)π
b− a
n

.

Tada je

lim
n→∞

n∑
k=1

2f(xk)π
b− a
n

=

∫ b

a
2πf(x)dx.

Da ova formula ne daje tra�enu povrxinu omotaqa vidimo na slede�em primeru.

Pokuxajmo ovom formulom da izraqunamo povrxinu sfere. Dobijamo∫ R

−R
2π
√
R2 − x2dx = 2π

R2π

2
= R2π2,

xto svakako nije tra�ena povrxina sfere.

Primer. Izraqunati povrxinu omotaqa kupe koja se dobija rotacijom krive
f(x) = 3x oko x-ose, pri qemu je visina kupe 3.
Na osnovu formule za povrxinu omotaqa obrtnog tela imamo

P (K) =

∫ 3

0
2πf(x)

√
1 + (f ′(x))2dx = 2π

∫ 3

0
3x
√
10dx = 6

√
10π

9

2
= 27

√
10π.

Nesvojstveni integrali.

Koxijev (odre�eni) integral smo definisali za neprekidnu funkciju f : [a, b]→ R,
pri qemu je domen uvek zatvoren i konaqan interval [a, b]. Sada �elimo da defin-
ixemo integral za neprekidnu funkciju f : [a, β) → R, gde je β ∈ R ∪ {∞} taqka
u kojoj funkcija f nije definisana. Taqka β se naziva singularitet funkcije f.
Primetimo da za svako a < b < β, na intervalu [a, b] imamo dobro definisan Koxijev

integral
∫ b
a f(x)dx.

Definicija. Nesvojstveni integral neprekidne funkcije f : [a, β)→ R je∫ β

a
f(x)dx = lim

b→β−

∫ b

a
f(x)dx.
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Naravno, ova definicija je korektna samo u sluqaju da limes sa desne strane postoji.
U sluqaju kada je ovaj limes konaqan ka�emo da nesvojstveni integral konvergira. U
suprotnom ka�emo da divergira.
Sliqno se definixe nesvojstveni integral funkcije f : (α, b] → R, pri qemu je

α ∈ R ∪ {∞} singularitet funkcije f. Naime, za svako α < a < b imamo Koxijev

integral
∫ b
a f(x)dx. Zato je

∫ b

α
f(x)dx = lim

a→α+

∫ b

a
f(x)dx.

Primetimo da su α = −∞ i β =∞ tako�e mogu�i singulariteti.

Primer 1. Ispitati za koje p ∈ R konvergira nesvojstveni integral
∫ 1
0

1
xpdx.

Va�i

∫ 1

0

1

xp
dx = lim

a→0+

∫ 1

a

1

xp
dx

�-L
=

lima→0+
x1−p

1−p

∣∣∣1
a
, p 6= 1

lima→0+ log x|1a, p = 1
.

Poxto je lima→0+
1

ap−1 =∞, za p > 1 i lima→0+ log a = −∞, zak	uqujemo da ovaj limes
konvergira samo u sluqaju p < 1.

Primer 2. Ispitati za koje p ∈ R konvergira nesvojstveni integral
∫∞
1

1
xpdx.

Sliqni kao malopre va�i

∫ ∞
1

1

xp
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

xp
dx

�-L
=

limb→∞
x1−p

1−p

∣∣∣b
1
, p 6= 1

limb→∞ log x|b1, p = 1
.

Poxto je limb→∞
1

bp−1 =∞, za p < 1 i limb→∞ log b =∞, zak	uqujemo da ovaj integral
konvergira samo za p > 1.

Stav. (Linearnost nesvojstvenog integrala.) Ako su f : [a, β) → R i g : [a, β) →
R dve neprekidne funkcije i ako oba nesvojstvena integrala

∫ β
a f(x)dx i

∫ β
a g(x)dx

konvergiraju, tada za svake dve konstante λ1, λ2 ∈ R konvergira i integral
∫ β
a (λ1f(x)+

λ2g(x))dx i va�i

∫ β

a
(λ1f(x) + λ2g(x))dx = λ1

∫ β

a
f(x)dx+ λ2

∫ β

a
g(x)dx.

Dokaz.
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∫ β

a
(λ1f(x) + λ2g(x))dx

def
= lim

b→β−

∫ b

a
(λ1f(x) + λ2g(x))dx

∗1
= lim

b→β−
λ1

∫ b

a
f(x)dx+ λ2

∫ b

a
g(x))dx

∗2
= λ1 lim

b→β−

∫ b

a
f(x)dx+ λ2 lim

b→β−

∫ b

a
g(x))dx

= λ1

∫ β

a
f(x)dx+ λ2

∫ β

a
g(x)dx,

pri qemu jednakost ∗1 va�i na osnovu linearnosti Koxijevog integrala, a jednakost
∗2 va�i na osnovu linearnosti limesa, pod uslovom da oba integrala

∫ β
a f(x)dx i∫ β

a g(x)dx konvergiraju. �

Stav. Ako je f : [a, β)→ R neprekidna funkcija tada za svako c ∈ (a, β) va�i∫ β

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ β

c
f(x)dx.

(Primetimo da je integral
∫ c
a f(x)dx Koxijev integral, dakle konaqan.)

Dokaz. Na osnovu stava sa 3. qasa o osobinama Koxijevog integrala, za svako
c ∈ (a, b) va�i ∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Prelaskom na limes kada b te�i β sa leve strane sledi tra�ena jednakost. �

Posledica. Nesvojstveni integral
∫ β
a f(x)dx konvergira ako i samo ako konver-

gira nesvojstveni integral
∫ β
c f(x)dx, za proizvo	no c ∈ (a, β).

Stav. a) (Parcijalna integracija nesvojstvenog integrala.) Neka su u, v : [a, β)→
R neprekidno diferencijabilne funkcije. Ako integral

∫ β
a u(x)v

′(x)dx konvergira i

ako je limb→β− u(b)v(b) konaqan, tada i integral
∫ β
a u
′(x)v(x)dx konvergira i va�i∫ β

a
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣β
a
−
∫ β

a
u′(x)v(x)dx,

pri qemu je u(x)v(x)
∣∣∣β
a
= limb→β− u(b)v(b)− u(a)v(a).

b) (Smena promen	ive nesvojstvenog integrala.) Neka je f : [a, β) → R neprekidna
funkcija. Neka je funkcija ϕ : [c, γ) → [a, β) neprekidno-diferencijabilna i bijek-
cija takva da va�i ϕ(c) = a i limt→γ+ ϕ(t) = β. Tada je∫ β

a
f(x)dx =

∫ γ

c
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.
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Dokaz. a) Na osnovu parcijalne integracije Koxijevog integrala za neprekidno
diferencijabilne funkcije u, v : [a, b]→ R, a < b < β, sledi∫ b

a
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣b
a
−
∫ b

a
u′(x)v(x)dx.

Ova jednakost va�i za sve b ∈ R takve da b ∈ (a, β). Zato mo�emo pre�i na limes
kada b te�i β sa leve strane, i dobijamo tra�enu formulu parcijalne integracije
nesvojstvenog integrala.

b) Na osnovu smene promen	ive Koxijevog integrala va�i∫ b

a
f(x)dx =

∫ d

c
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,

pri qemu je f : [a, b]→ R neprekidna i ϕ : [c, d]→ [a, b] neprekidno-diferencijabilna
funkcija takva da va�i ϕ(c) = a i ϕ(d) = b. Naime, oba integrala su jednaka F (b) −
F (a) = F (ϕ(d)) − F (ϕ(c)). Prelaskom na limes kada b te�i β i kada d te�i γ sledi
tra�ena jednakost.

Definicija. Nesvojstveni integral sa dva singulariteta neprekidne funkcije
f : (α, β)→ R definixemo kao zbir dva nesvojtvena integrala sa jednim singularite-
tom. Naime ∫ β

α
f(x)dx =

∫ c

α
f(x)dx+

∫ β

c
f(x)dx,

za proizvo	nu taqku c ∈ (α, β).Ovaj nesvojstveni inegral konvergira ako konvergiraju
oba integrala na desnoj strani jednakosti.

Primer. Ispitati za koje p ∈ R konvergira integral
∫∞
0

1
xpdx.

Dati integral ima dva singulariteta x = 0 i x =∞. Zato je na osnovu definicije∫ ∞
0

1

xp
dx =

∫ 1

0

1

xp
dx+

∫ ∞
1

1

xp
dx.

Na osnovu Primera 1. prvi integral konvergira za p < 1, a na osnovu Primera 2
drugi integral konvergira za p > 1. Dakle, integral na levoj strani divergira za
svako p ∈ R.

Kriterijumi konvergencije nesvojstvenog integrala.

Stav. (Koxijev kriterijum konvergencije nesvojstvenog integrala). Nesvojstveni

integral
∫ β
a f(x)dx konvergira ako i samo ako za svako ε > 0 postoji b0 ∈ R tako da je
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a < b0 < β i tako da za sve b0 < b1, b2 < β va�i∣∣∣ ∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

Dokaz. Na osnovu definicije konvergencije nesvojstvenog integrala, integral∫ β
a f(x)dx konvergira ako i samo ako postoji konaqan limes limb→β− F (b), pri qemu je

F (b) =
∫ b
a f(x)dx. Iz Analize 1 znamo da je taj limes konaqan ako i samo ako va�i

Koxijev uslov, tj ako za svako ε > 0 postoji b0 ∈ R tako da je a < b0 < β i tako da za
sve b0 < b1, b2 < β va�i

|F (b1)− F (b2)| < ε.

Dokaz sledi iz osobine Koxijevog integrala
∫ b2
b1
f(x)dx =

∫ b2
a f(x)dx−

∫ b1
a f(x)dx. �

Definicija. Ka�emo da nesvojstveni integral
∫ β
a f(x)dx apsolutno konvergira

ako konvergira integral
∫ β
a |f(x)|dx.

Stav. Ako nesvojstveni integral apsolutno konvergira, onda on konvergira.

Dokaz. Dokaz sledi iz osnovne integralne nejednakosti∣∣∣ ∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ b2

b1

|f(x)|dx,

i Koxijevog kriterijuma. �

Napomena. Obrnuto ne mora da va�i, iz obiqne konvergencije nesvojstvenog inte-
grala ne mora da sledi i apsolutna konvergencija. U tom sluqaju, kada nesvojstveni
integral konvergira, ali apsolutno divergira, ka�emo da taj integral uslovno kon-

vergira. Primer takve konvergencije je integral
∫∞
π/2

sinx
x dx. Ovaj integral kon-

vergira, ali apsolutno divergira, tj. integral
∫∞
π/2

∣∣∣ sinxx ∣∣∣dx divergira. Pogledati

Primer 2. nakon prvog poredbenog kriterijuma.

Stav. (Prvi poredbeni kriterijum.) Neka su f : [a, β) → R i g : [a, β) → R
neprekidne funkcije takve da je 0 ≤ f(x) ≤ g(x), za sve x ∈ [a, β). Ako

∫ β
a g(x)dx

konvergira, tada i
∫ β
a f(x)dx konvergira.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu nejednakosti∫ b2

b1

f(x)dx ≤
∫ b2

b1

g(x)dx.

i Koxijevog kriterijuma. �

Napomena. Prethodni stav se mo�e dokazati i na slede�i naqin. Na osnovu
monotonosti odre�enog integrala va�i∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx,
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za svako b ∈ (a, β.) Prelaskom na limes kada b te�i β sa desne strane dobijamo
tra�enu nejednakost. Sada jox treba objasniti zaxto postoji limes leve strane.

Naime, funkcija F (b) =
∫ b
a f(x)dx je monotono rastu�a zato xto je f nenegativna, a

i ograniqena je brojem
∫ β
a g(x)dx < ∞. Dakle, postoji limb→β+ F (b) (i ovaj limes je

supremum).

Primer 1. Pokazati da integral
∫∞
π/2

cosx
x2

dx konvergira.

Poxto je | cosx|
x2
≤ 1

x2
a integral

∫∞
π/2

1
x2
dx konvergira, onda i

∫∞
π/2

| cosx|
x2

dx konvergira.

Dakle, poqetni integral konvergira apsolutno, pa onda konvergira i obiqno.


