
Neodre�eni integral i primitivna funkcija

Neka je data funkcija f : (a, b)→ R.

Definicija. Primitivna funkcija funkcije f je diferencijabilna funkcija
F : (a, b)→ R takva da va�i

F ′ = f.

Primeri. 1) f(x) = 2. Tra�imo funkciju qiji je izvod funkcija f. Na primer,
F (x) = 2x, ali i F (x) = 2x+ 5 i tako da	e.

2) f(x) = x. Tada je F (x) = x2/2 + C, za svaku konstantu C ∈ R.
3) f(x) = x2. Tada je F (x) = x3/3 + C, za svaku konstantu C ∈ R.
4) f(x) = ex. Tada je F (x) = ex + C, za svaku konstantu C ∈ R.

Stav. a) Ako je F : (a, b) → R primitivna funkcija funkcije f : (a, b) → R, onda
je i F + c tako�e primitivna, za svaku konstantu C ∈ R.
b) Neka su F1 i F2 primitivne funkcije funkcije f. Tada je F1−F2 = C. Dakle, svake
dve primitivne funkcije funkcije f se razlikuju za konstantu.

Dokaz. a) (F (x) + C)′ = F ′(x) = f . Dakle, na osnovu definicije primitivne
funkcije, i funkcija F + C jeste primitivna za f.
b) (F1(x)−F2(x))

′ = F ′1(x)−F ′2(x) = f − f = 0. Na osnovu teoreme Lagran�a o sred�oj
vrednosti (koja va�i samo na intervalima) sledi da je funkcija F1 − F2 konstantna.
�

Napomena. Prethodni stav va�i samo na intervalima. Na primer, neka je

F1(x) = x2 i F2(x) =

{
x2, x ∈ (−1, 0),
x2 + 1, x ∈ [0, 1).

Oqigledno va�i F ′1 = F ′2 na (−1, 0) ∪ (0, 1). Dakle i F1 i F2 su primitivne funkcije
za funkciju f(x) = 2x na (−1, 0)∪ (0, 1). Ipak, ne va�i F1 − F2 = C na (−1, 0)∪ (0, 1).
Razlog je taj xto F2 nije primitivna za f na celom intervalu (−1, 1) nego na skupu
(−1, 0)∪ (0, 1). Funkcija F2 je prekidna u nuli, pa samim tim nije diferencijabilna,
xto je neophodan uslov definicije primitivne funkcije. Sa druge strane, setimo
se da Lagran�eva teorema o sred�oj vrednosti tako�e va�i samo na intervalima.
Dakle, dokaz prethodnog stava pod b) ne prolazi u sluqaju nepovezanog skupa (kao xto
je (−1, 0) ∪ (0, 1).)

Definicija. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f : (a, b)→ R se naziva
neodre�eni integral funkcije f. Oznaka skupa primitivnih funkcija je∫

f(x)dx.
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Ako je F jedna primitivna funkcija funkcije f onda na osnovu prethodnog stava
va�i ∫

f(x)dx = F (x) + C.

Oznaka C se odnosi na bilo koju konstantu C ∈ R i to vixe ne�emo naglaxavati.

Napomena. Primetimo da va�i (
∫
f(x)dx)′ = f(x). Naime, diferencira�em jed-

nakosti
∫
f(x)dx = F (x) + C dobijamo (

∫
f(x)dx)′ = F ′(x) = f(x).

Neodre�en integral nekih elementarnih funkcija

1)
∫
xadx = xa+1/(a+ 1) + C, za svako a 6= −1.

2)
∫

1
xdx = log x+ C, x > 0.

3)
∫
sinxdx = − cosx+ C.

4)
∫
cosxdx = sinx+ C.

5)
∫
exdx = ex+ C.

6)
∫
axdx = ax

log a + C, pri qemu je a > 0, a 6= 1.

7)
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ C.

8)
∫ −1

sin2 x
dx = ctg x+ C.

9)
∫

1√
1−x2dx = arcsin+C.

10)
∫ −1√

1−x2dx = arccos+C.

11)
∫

1
1+x2

dx = arctanx+ C.

12)
∫ −1

1+x2
dx = arcctg x+ C.

Ovde je C ∈ R bilo koja realna konstanta.

Napomena. Studentu se preporuquje da proveri svaku od prethodnih jednakosti.
Dakle, izvod desne strane jednakosti treba da bude podintegralna funkcija na levoj
strani jednakosti. Na primer, poxto je (tg x)′ = 1

cos2 x,
sledi

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C.

Stav. (Linearnost neodre�enog integrala.) Ako su f : (a, b) → R i g : (a, b) → R
dve funkcije koje imaju primitivne funkcije, tada va�i∫

(λ1f(x) + λ2g(x))dx = λ1

∫
f(x)dx+ λ2

∫
g(x)dx,

za svake dve konstante λ1, λ2 ∈ R.
Dokaz. Neka je

∫
f(x)dx = F (x)+c i

∫
g(x)dx = G(x)+C, C ∈ R. Na osnovu pravila

diferencira�a sledi

(λ1F (x) + λ2G(x))
′ = λ1F

′(x) + λ2G
′(x) = λ1f(x) + λ2g(x).

Dakle, funkcija λ1F+λ2G je primitivna za funkciju λ1f+λ2g xto znaqi
∫
(λ1f(x)+

λ2g(x))dx = λ1F (x) + λ2G(x) + c = λ1
∫
f(x)dx+ λ2

∫
g(x)dx. �
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Primetimo da u posled�oj jednakosti sa desne strane vixe ne pixemo +c. To je zato
xto neodre�eni integral po definiciji predstav	a skup svih primitivnih funkcija.

Napomena. Na osnovu linearnosti integrala 10) sledi
∫

1√
1−x2dx = − arccos+C.

Uporedimo sada 9) i 10). Zak	uqujemo da su obe funkcije arcsinx i − arccosx prim-
itivne za funkciju 1√

1−x2 na intervalu (−1, 1). Me�utim, na osnovu stava o prim-

itivnim funkcijama znamo da se svake dve primitivne funkcije na intervalu raz-
likuju za konstantu. To u ovom sluqaju nije oqigledno. Ipak, prisetimo se trigonometri-
jske formule arccosx+ arcsinx = π

2 . Dakle, primitivne funkcije arcsinx i − arccosx
se razlikuju za konstantu π

2 .

Parcijalna integracija

Neka su u, v : (a, b)→ R diferencijabilne funkcije. Tada va�i∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx.

Dokaz. Na osnovu Lajbnicove formule za diferencira�e proizvoda va�i

(u(x)v(x))′ = u(x)v′(x) + u′(x)v(x).

Dakle, funkcija u(x)v(x) je primitivna za funkciju u′(x)v(x) + u(x)v′(x). Na osnovu
definicije neodre�enog integrala sledi

∫
(u(x)v′(x) + u′(x)v(x))dx = u(x)v(x) + C.

Na osnovu linearnosti neodre�enog integrala sledi
∫
u(x)v′(x)dx +

∫
u′(x)v(x)dx =

u(x)v(x) + C. Ovu jednakost mo�emo zapisati i kao∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx.

Primetimo da su sa obe strane jednakosti skupovi primitivnih funkcija, pa ne treba
zapisivati +C. �

Primer 1.∫
log xdx =

{
u(x) = log x
v(x) = x

}
= x log x−

∫
1

x
xdx = x log x− x+ C.

Primer 2. a) ∫
ex cosxdx =

{
u = ex

v = sinx

}
=

ex sinx−
∫
ex sinxdx =

{
u(x) = ex

v(x) = − cosx

}
=

ex sinx−
(
− ex cosx−

∫
ex(− cosx)dx

)
.

Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I =
∫
ex cosxdx, zak	uqujemo

I = ex(sinx+ cosx)− I,
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tj.
2I = ex(sinx+ cosx) + C.

U posled�oj jednakosti moramo dodati +c sa desne strane, da bi i da	e va�ila jed-
nakost skupova funkcija. Konaqno je

I =
ex

2
(sinx+ cosx) + C.

Primer 2. b)
∫
ex sinxdx = ex

2 (sinx− cosx) + C.

Primer 3. Pokuxajmo da reximo integral
∫

1
xdx parcijalnom integracijom. Neka

je u(x) = 1
x i v′(x) = 1. Tada je u′(x) = − 1

x2
i v(x) = x. Sledi∫

1

x
dx =

1

x
x−

∫
−1
x2
xdx = 1 +

∫
1

x
dx.

Dakle, parcijalna integracija nam ne daje rexe�e. Napomenimo da se u prethodnoj
jednakosti ne mo�e izvrxiti skra�iva�e, tj oduzima�em datog integrala se ne mo�e
dobiti 0 = 1. Naime, jednakost

∫
1
xdx = 1 +

∫
1
xdx predstav	a jednakost familija

primitivnih funkcija. Oduzima�em integrala
∫

1
xdx sa leve i desne strane dobija

se zapravo jednakost C = C.

Smena promen	ive

Neka je data funkcija f : (a, b) → R i neka je funkcija ϕ : (α, β) → (a, b) diferen-
cijabilna. Tada je ∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫
f(t)dt.

Dokaz. Oznaqimo smenu sa
t = ϕ(x).

Neka je F primitivna funkcija funkcije f. Dakle,
∫
f(t)dt = F (t)+C. Koristimo

pravilo za izvod slo�ene funkcije

(F (ϕ(x)))′ = F ′(ϕ(x))ϕ′(x)) = f(ϕ(x))ϕ′(x).

Dakle, funkcija F ◦ϕ je primitivna za funkciju f(ϕ(x))ϕ′(x) pa na osnovu definicije
neodre�enog integrala va�i

∫
f(ϕ(x))ϕ′(x)dx = F (ϕ(x))+C. Sledi data formula. �

Napomena. Poxto je funkcija F primitivna za funkciju f, onda je∫
f(t)dt = F (t) + C.

Sa druge strane, na osnovu prethodnog stava va�i∫
f(ϕ(x))ϕ′(x)dx = F (ϕ(x)) + C.

Dakle, uvo�e�em smene
ϕ(x) = t
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i pore�e�em jednakosti zak	uqujemo

dt = ϕ′(x)dx.

U opxtem sluqaju, ako uvodimo smenu

ϕ(x) = ψ(t),

onda va�i slede�a jednakost diferencijala

ψ′(t)dt = ϕ′(x)dx.

Primer 1.
∫

1
x+3dx =

{
x+ 3 = t
dx = dt

}
=
∫

1
t dt = log |t|+ c = log |x+ 3|+ C.

Primer 2.
∫

x
1+x2

dx =
{

1 + x2 = t
2xdx = dt

}
= 1

2

∫
1
t dt =

1
2 log |t|+ c = 1

2 log |1 + x2|+ C.

Primer 3.
∫
arctg xdx =

{
u(x) = arctg x
v(x) = x

}
= x arctg x −

∫
x

1+x2
dx = x arctg x −

1
2 log |1 + x2|+ C.


