
Zadatak 1. a) ∫ √
1− x2dx

1. naqin - parcijalna integracija.∫ √
1− x2dx =

{
u(x) =

√
1− x2

v(x) = x

}
= x

√
1− x2 −

∫
x

(−2x)
2
√
1− x2

dx

= x
√

1− x2 +
∫

x2√
1− x2

dx = x
√
1− x2 +

∫
x2 ± 1√
1− x2

dx

= x
√

1− x2 −
∫

1− x2√
1− x2

dx+

∫
1√

1− x2
dx

= x
√

1− x2 −
∫ √

1− x2dx+

∫
1√

1− x2
dx

Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I dobijamo

2I = x
√

1− x2 +
∫

1√
1− x2

dx = x
√

1− x2 + arcsinx+ C.

Konaqno je ∫ √
1− x2dx =

1

2
(x
√
1− x2 + arcsinx) + C.

2. naqin - smena x = sin t. U ovom sluqaju imamo∫ √
1− x2dx =

∫
cos2 tdt.

Integral sa desne strane mo�emo rexiti uz pomo� trigonometrijske formule

cos2 t =
1

2
(1 + cos 2t).

Dakle,∫
cos2 tdt =

1

2

(∫
dt+

∫
cos 2tdt

)
=

1

2

(
t+

sin 2t

2

)
+C =

1

2

(
arcsinx+

sin(2 arcsinx)

2

)
+C

Napomena. Dobijene primitivne funkcije su zapravo jednake. Naime koriste�i
trigonometrijske transformacije imamo

1

2
sin(2 arcsinx) =

1

2
2 sin(arcsinx) cos(arcsinx) = x cos(arcsinx)

∗
= x

√
1− x2.

Jednakost ∗ se mo�e pokazati na slede�i naqin. Zbog jednakosti sin2(arcsinx) +

cos2(arcsinx) = 1, tj x2 + cos2(arcsinx) = 1, va�i | cos(arcsinx)| =
√
1− x2. Poxto

funkcija kosinus uzima nenegativne vrednosti na intervalu [−π
2 ,

π
2 ], xto je kodomen

arkus-sinusne funkcije, va�i cos(arcsinx) =
√
1− x2.

Zadatak 1. b) ∫ √
a2 − x2dx

1



2

Ovaj zadataka mo�emo rexiti kao i prethodni: parcijalnom integracijom ili
smenom promen	ive x = a sin t. Mi �emo ga rexiti svo�e�em na prethodni.

∫ √
a2 − x2dx = |a|

∫ √
1− x2

a2
dx =

{ t = x
a ,

dt = dx
a

}
= x

√
1− x2 −

∫
x

(−2x)
2
√
1− x2

dx

a>0
= a2

∫ √
1− t2dt = 1

2
(x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a
) + C.

Integrali oblika
∫
sinn x cosm xdx.

1. sluqaj. Neka je bar jedan od n ilim neparan broj. Na primer, neka je n neparan,
tj. n = 2k + 1. Tada uvodimo smenu cosx = t i va�i∫

(sin2 x)k cosm x sinxdx =
{

cosx = t
− sinxdx = dt

}
= −

∫
(1− t2)ktmdt.

Sliqno, ako je m neparan, onda uvodimo smenu cosx = t.

2. sluqaj. Neka su n im parni brojevi. Tada koristimo trigonometrijske formule

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x), cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x).

Time sni�avamo stepen kosinusa u integralu. Sada, ako stepen bude neparan, opet
radimo po prvom sluqaju, a ako bude paran, onda ponovo koristimo trigonometrijsku
transformaciju za kvadrat kosinusa. I tako postupak ponav	amo dok ne svedemo na
tabliqne integrale.

Primer 1.
∫
sin3 x cos4 xdx =

∫
(1 − cos2 x) cos4 x sinxdx =

{
cosx = t
− sinxdx = dt

}
=

−
∫
(1− t2)t4dt = − t5

5 −
t7

7 + C = − cos5 x
5 − cos7 x

7 + C.

Primer 2.
∫
sin2 x cos4 xdx =

∫
1
2(1 − cos 2x)14(1 + cos 2x)2dx = 1

8

∫
(1 + cos 2x −

cos2 2x− cos3 2x)dx.
Sada, tre�i integral

∫
cos2 2xdx rexavamo uz pomo� formule cos2 2x = 1

2(1+cos 4x),

a qetvrti integral
∫
cos3 2xdx rexavamo po prvom sluqaju.

Integrali oblika
∫
sin ax cos bxdx,

∫
sin ax sin bxdx,

∫
cos ax cos bxdx.

Ove integrale rexavamo uz pomo� trigonometrijskih formula

sinα cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β)),

sinα sinβ =
1

2
(− cos(α+ β) + cos(α− β)),
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cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)).

Primer.
∫
sin 5x cos 6xdx = 1

2

∫
(sin 11x− sinx)dx = 1

2(−
cos 11x

11 + cosx) + C.

Integracija racionalnih funkcija.

Neka su p(x) i q(x) polinomi nad skupom realnih brojeva. Opiximo korake u re-
xava�u integrala ∫

p(x)

q(x)
dx.

Korak 1. Ako je stepen polinoma p(x) ve�i ili jednak stepenu polinoma q(x) onda
na�emo koliqnik ova dva polinoma kao i ostatak. Dakle, p(x) = p1(x)q(x) + r(x), gde
je ostatak r(x) polinom stepena ma�eg od polinoma p(x). Tada je∫

p(x)

q(x)
dx =

∫
p1(x)dx+

∫
r(x)

q(x)
dx.

Sada se problem svodi na koliqnik dva polinoma gde je stepen do�eg polinoma ve�i
od stepena gor�eg polinoma.
Korak 2. Polinom q(x) rastavimo na qinioce polinoma oblika ax+b i ax2+bx+c.

(Svaki polinom tre�eg stepena ima bar jednu nulu, tako da je on rastav	iv.) Mo�emo
pretpostaviti da je q(x) moniqan polinom, tj. koeficjent uz najve�i stepen je 1.
Konaqno dobijamo

q(x) = (x+ a1)
m1 · · · (x+ ak)

mk · (x2 + b1x+ c1)
n1 · · · (x2 + blx+ cl)

nl .

Korak 3. Koriste�i faktorizaciju iz prethodnog koraka zapisujemo

r(x)

q(x)
=

A1,1

x+ a1
+ · · ·+ A1,m1

(x+ a1)m1
+ · · ·+

Ak,1
x+ ak

+ · · ·+
Ak,mk

(x+ ak)mk

+
B1,1x+ C1,1

x2 + b1x+ c1
+ · · ·+ B1,n1x+ C1,n1

(x2 + b1x+ c1)n1
+ · · ·

+
Bl,1x+ Cl,1
x2 + blx+ cl

+ · · ·+
Bl,nl

x+ Cl,nl

(x2 + blx+ cl)n1
.

Na primer, ako se faktor (x − a) pojav	uje 5 puta, tj. imamo (x − a)5, onda u sumi
dodajemo 5 sabiraka, gde je u imeniocu izraz (x− a)k, k = 1, . . . , 5.
Korak 4. Svedemo razlomke na desnoj strani na zajedniqki imenilac. Zatim izjed-

naqimo koeficjente uz xk sa leve i desne strane, i tako za svaki stepen promen	ive x.
Dobijemo sistem jednaqina gde su nepoznate Ai,j , Bi,j , Ci,j . Ovaj sistem ima jedinstveno
rexe�e.

Korak 5. Pronalaskom konstanti iz prethodnog koraka integral
∫ r(x)
q(x)dx se svodi

na rexava�e integrala na desnoj strani jednakosti.

Primer 1. a) Rexiti
∫

1
1−x2dx.
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Ako je 1
1−x2 = A1

1−x + A2
1+x , tada je A1 + A2 = 1 i A1 − A2 = 0. Dakle, A1 = A2 = 1

2 .
Sledi

∫
1

1− x2
dx =

1

2

∫
1

1− x
dx+

1

2

∫
1

1 + x
dx =

1

2
log
∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣+ C.

Primer 1. b) Rexiti
∫

x
1−x2dx.

Ako je x
1−x2 = A1

1−x+
A2
1+x , tada je A1+A2 = 0 i A1−A2 = 1. Dakle, A1 =

1
2 i A2 = −1

2 .
Sledi

∫
1

1− x2
dx =

1

2

∫
1

1− x
dx− 1

2

∫
1

1 + x
dx = −1

2
log
∣∣∣(1 + x)(1− x)

∣∣∣+ C.

Primer 2. Rexiti
∫

x
x2+2x+1

dx.

Na osnovu razlaga�a x
x2+2x+1

= A1
(x+1) +

A2
(x+1)2

imamo A1 = 1 i A2 = −1. Sledi∫
x

x2 + 2x+ 1
=

∫
1

x+ 1
dx−

∫
1

(x+ 1)2
dx.

Oba integrala se rexavaju smenom x+ 1 = t.

Primer 3. Rexiti
∫
x5+x+1
x4+1

dx.

Poxto je x5+x+1 = (x4+1)x+1, integral se svodi na
∫
x5+x+1
x4+1

dx =
∫
xdx+

∫
1

x4+1
.

Da	e je

x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2 − (
√
2x)2 = (x2 + 1 +

√
2x)(x2 + 1−

√
2x).

Sledi

1

x4 + 1
=

B1x+ C1

x2 + 1 +
√
2x

+
B2x+ C2

x2 + 1−
√
2x
.

Svo�e�em na zajedniqki imenilac i rexava�em sistema jednaqina dobijamo

B1 = 1/2
√
2, B2 = −1/2

√
2, C1 = C2 = 1/2.

Pokaza�emo jox kako se rexava integral
∫

1
x2+1+

√
2x
dx, ostale ostav	amo za ve�bu.

∫
1

x2 +
√
2x+ 1

dx =

∫
1

(x+ 1√
2
)2 + 1

2

= 2

∫
1

2(x+ 1√
2
)2 + 1

= 2

∫
1

(
√
2x+ 1)2 + 1

=
{ √

2x+ 1 = t√
2dx = dt

}
= 2

∫
1

t2 + 1

dt√
2
=
√
2 arctan t+ C

=
√
2 arctan(

√
2x+ 1) + C.
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Integral oblika
∫
R(sinx, cosx)dx.

Neka je R(x) = p(x)
q(x) , racionalna funkcija. Integrale ovog oblika mo�emo rexavati

uvo�e�em smene

t = tg
x

2
.

Tada va�i

dx =
2dt

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
.

Primer 1. Rexiti
∫

1
cosxdx.

Uvo�e�em smene t = tg x
2 dobijamo∫

1

cosx
dx = 2

∫
1

1− t2
dt
∗
= log

∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣+ C = log
∣∣∣cosx/2 + sinx/2

cosx/2− sinx/2

∣∣∣+ C,

gde ∗ va�i na osnovu Primera 1. u prethodnom podnaslovu. Koriste�i trigonometri-
jske transformacije tra�eni integral postaje∫

1

cosx
dx = log

∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣+ C.

Primer 2. Rexiti
∫

sinx
1+cosxdx.

Uvo�e�em smene t = tg x
2 dobijamo∫

sinx

1 + cosx
dx =

∫
t

1 + t2
dt.

Posled�i integral se rexava smenom 1 + t2 = t.

Integral oblika
∫
R(x,

√
x2 − 1)dx.

Ovi integrali se mogu rexiti smenom

x =
1

cos t
,

pri qemu pretpostav	amo t ∈ (0, π/2). Tada je√
x2 − 1 = tg t

i

dx =
sin t

cos2 t
dt.

Primer. Rexiti
∫

1√
x2−1dx.

Uvodimo smenu x = 1
cos t i dobijamo∫

1√
x2 − 1

dx =

∫
1

cos t
dt.
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Ovaj integral smo ve� rexili:∫
1

cos t
dt = log

∣∣∣1 + sin t

cos t

∣∣∣+ C.

Sada treba vratiti smenu cos t = 1/x. Tada je sin t =
√
1− 1/x2. (Zbog uslova t ∈

(0, π/2) sinus je pozitivan.) Sledi∫
1√

x2 − 1
dx = log

∣∣∣x(1 +√1− 1/x2)
∣∣∣+ C = log

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣+ C.

Zadatak 2. a) ∫ √
x2 − 1dx

1. naqin - parcijalna integracija (kao u zadatku 1.)∫ √
x2 − 1dx =

{
u(x) =

√
x2 − 1

v(x) = x

}
= x

√
x2 − 1−

∫
x

2x

2
√
x2 − 1

dx

= x
√
x2 − 1

∫
x2√
x2 − 1

dx = x
√
x2 − 1−

∫
x2 ± 1√
x2 − 1

dx

= x
√
x2 − 1−

∫ √
x2 − 1dx−

∫
1√

x2 − 1
dx

Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I zak	uqujemo

2I = x
√
x2 − 1−

∫
1√

x2 − 1
dx.

Poxto smo integral sa desne strane izraqunali u prethodnom primeru, dobijamo∫ √
x2 − 1dx =

1

2

(
x
√
x2 − 1− log

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣)+ C.

2. naqin - smena x = 1
cos t . U tom sluqaju imamo∫ √

x2 − 1dx =

∫
sin2 t

cos3 t
dt.

Sada imamo integral racionalne funkcije gde su promen	ive sin i cos pa ga mo�emo
rexiti uvo�e�em smene

s = tg
t

2
.

Tada sledi ∫
sin2 t

cos3 t
dt =

∫
4s2

(1− s2)3
ds.

Dobijeni integral racionalne funkcije se rexava u ranije opisanim koracima.

Zadatak 2. b) ∫ √
x2 − a2dx
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Zadatak �emo rexiti svo�e�em na prethodni

∫ √
x2 − a2dx = a

∫ √
x2

a2
− 1dx =

{ t = x
a ,

dt = dx
a

}
= a2

∫ √
t2 − 1dt

=
1

2

(
x
√
x2 − a2 − a2 log

∣∣∣x+
√
x2 − a2

∣∣∣)+ C.

Integral oblika
∫
R(x,

√
x2 + 1)dx.

Ovi integrali se mogu rexiti smenom

x = tan t,

pri qemu pretpostav	amo t ∈ (0, π/2). Tada je√
x2 + 1 =

1

cos t
i

dx =
1

cos2 t
dt.

Primer. Rexiti
∫

1√
x2+1

dx.

Uvodimo smenu x = tan t i dobijamo∫
1√

x2 + 1
dx =

∫
1

cos t
dt = log

∣∣∣1 + sin t

cos t

∣∣∣+ C

Sada iskoristimo 1
cos2 t

= tan2 t + 1, pa je 1
cos t =

√
x2 + 1, pri qemu ne uzimamo koren

sa znakom minus ispred, zaro xto je cos t > 0 na zadatom intervalu t ∈ (0, π/2). Sledi∫
1√

x2 + 1
dx = log

∣∣∣x+
√

1 + x2
∣∣∣+ C.

Zadatak 3. a) ∫ √
x2 + 1dx

1. naqin - parcijalna integracija (kao u zadacima 1. i 2.)∫ √
x2 + 1dx =

{
u(x) =

√
x2 + 1

v(x) = x

}
= x

√
x2 + 1−

∫
x

2x

2
√
x2 + 1

dx

= x
√
x2 + 1−

∫
x2√
x2 + 1

dx = x
√
x2 + 1−

∫
x2 ± 1√
x2 + 1

dx

= x
√
x2 + 1−

∫ √
x2 + 1dx+

∫
1√

x2 + 1
dx.
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Dakle, ako poqetni integral oznaqimo sa I zak	uqujemo

2I = x
√
x2 + 1 +

∫
1√

x2 + 1
dx.

Integral sa desne strane smo izraqunali u prethodnom primeru, pa sledi∫ √
x2 + 1dx =

1

2
(x
√
x2 + 1 + log

∣∣∣x+
√

1 + x2
∣∣∣) + C.

2. naqin - smena x = tan t. Dobijamo∫ √
x2 + 1dx =

∫
1

cos3 t
dt.

Integral na desnoj strani se mo�e rexiti uvo�e�em smene

s = tg
t

2
.

Tada sledi ∫
1

cos3 t
dt = 2

∫
(1 + s2)2

(1− s2)3
ds.

Zadatak 3. b) ∫ √
x2 + a2dx

Zadatak �emo rexiti svo�e�em na prethodni

∫ √
x2 + a2dx = a

∫ √
x2

a2
+ 1dx =

{ t = x
a ,

dt = dx
a

}
= a2

∫ √
t2 + 1dt

=
1

2

(
x
√
x2 + a2 + a2 log

∣∣∣x+
√
x2 + a2

∣∣∣)+ C.

Integral oblika
∫
R(x, n

√
ax+b
cx+d)dx.

Ovakve integrale mo�emo rexiti smenom

t = n

√
ax+ b

cx+ d
.

Tada je

x =
b− dtn

ctn − a
,

pa se poqetni integral svodi na integral racionalne funkcije.

Primer. Rexiti
∫ √

x−1
x+1dx.
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Uvodimo smenu t =
√

x−1
x+1 . Tada je x = 1+t2

1−t2 i dx = 4t
(1−t2)2dt pa imamo∫ √

x− 1

x+ 1
dx = 4

∫
t2

(1− t2)2
dt.

Posled�i integral je integral racionalne funkcije, pa se rexava na ranije opisan
naqin.


