Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerparuje (P cmep) - ucnutau pok cenrembap 2
25.9.2021.

1. Hexka je (X, 9, 1) upocrop ¢ mepom. Heka je M= {N € M | u(N) =0} u
M={AUF | AcMu F CN, zaneku N € N}.

a) [5] Jokaszaru na je M o-anrebpa u ga paxu M C M.

Hedunumumo i(E) = pu(A), upn yemy je E=AUF, tue A€ Mu FF C N, 3a neku N € N.

6) [5] dokasaru na je fi m06po nedunncana dbynkmuja na I u ma je fi(A) = u(A) 3a cee A € M (1.
Ja je [I eKCTeH31ja Mepe [i).

) [5] Jokasaru aa je i mepa na .

) [5] Jokazaru aa je Mepa [I KOMILJIETHA.

1) JlokaszaTn ma je Ji jeTMHCTBEeHa KOMILIETHa eKCTeH3Hja Mepe i Ha .
)

Axo je E € M taxap 1a je f(E) = 0, qokazatn ga nocroju B € M takas ga je u(B) =0u E C B.

IIpumepu 0) u ) cy 6onyc y epednocmu 00 § noewa.

Heka je mar npoctop ca Bopenosom mepom (R, B, ).
1.1. [5] dedunucaru Bopenosy o-anredpy B.

1.2. [10] dokasaru jga 3a cBaku JleGeros ckyn E € 9y, mocroje Bopesou ckynosu A u B TakBH J1a BayKu
ACECBupB\A) =0.

1.3. [5] Ommcarn mTa je B, y cMucIy rope HabeieHe IedbHHAIH]e.

2. a) [10] [okazaTu TeopeMy O JOMUHAHTHO] KOHBEDPTEHIHjH.

2022 .
6) [8] Uspauynarn lim [ n-eT02m dr.

—nT

B) [7] Ha qim vuz dyuknuja f,(x) = n - eTF202iz uma uHTErpabUIHY JOMUHAHTY Ha cermenty [0, 2022]7

3. Heka je (X,9, ) mpocTop ¢ MepoMm.

a) [15] Jokazaru na je LP(X, ) Banaxos mpocrop. (Teopema Puc-®urep)

6) [10] Heka je f,, Kommujes uu3 wa LP(X, u) npocropy. [Jda sm taga f, KoHBeprupa mo Mepu?

4. [10] Heka f € LP([0,1],m) 3a 1 < p < 400, upu 4emy je m Jleberosa mepa. Heka je ¢ rakas xa je
1—1) + é = 1. Uzpauynaru

Hamomena: V yryiacTum 3arpajiama je HaBeJIeHO KOJIMKO CBaKHU 3a/]aTaK HOCH II0eHa. Bpeme 3a u3pa/jly 3ajaraka
je 180 munyTa.



a)

Pewerva

[Tokazknmo 1peo 9 C M. Heka je A € O npoussospan ckym. IlomTo je mpasaH CKyN MOACKYI
CBaKOI CKyIa, onja Baxku () C N, 3a npoussosbnu ckyn N € M. Taga je A= AUD € M.

TTokaxumo na je M jeama o-aareGpa:
1) 0 emcm.

2) Heka je E € 9 upoussosban ckyin. Tpeba nokasaru E° € IN. Iomro je B = AU F, upu uemy
BazKe IPETIOCTABKe U3 IOCTaBKe 331aTKa, onga je AUF C AUN, na je (AUN)® C (AU F)°. Baxu

(AUF)° = (AUN)°U (AU F)°\(AU N)°).

[ToKaKHMO 12 OBO pasjararmbe 3a10BoJbaBa yCIoBe 3a mpumaguoct 9. [IpBo mMamo (AUN)® =
AN N¢ e M. Hame axu (AU F)\(AUN)®) = (A°NF)N(AUN) C F*NN C N. [lakze, oBo

pasjarame 33J10BOJ/baBa TparkeHe YCJIoBe, mma Baxku K¢ € M.

— o0 —
3) Heka je E,, € M, 3a cBe n € N. Tpeba nokazaru | J E, € M. 3a ceako n € N paku £, = A,UF,,
n=1
3a HeKO A, € M u veko F,, C N, rae je N,, € M. Taga BaxKn

GEn: G(AnUF"): GAHUGFW
n=1 n=1 n=1 n=1

o0

(e.) o]
[Momwro je M jeana o-anredpa, onga Baxu |J A, € M. Hamwe, nomro je |J F, C N, un
n=1 n=1 =1

n

p(U N < S u(N,) =0 onpa saxu |J N, € N. Jaxae, |J E, € M.
n=1 n=1

n=1 n=1
Baxu 1i(A) = u(AUD) = p(A). Tpeba nokazaru jom na HyHKIUja I He 3aBUCH 01 ©300pa pa3iaramba
ckynma F € M. Jakie, ako je E = Ay UF, = Ay U F, 3a Heke ckymnose Aj, Ay € 9 u ckymnose
Fy C Ny, Fy C Ny, tme Ny, Ny € N, Tpeba mokazatu ma je u(A;) = p(As). Baku p(A; U Np) =
w(Ar) + w(N1\Ay) = p(Ay) u cmmano (A U No) = u(As). dame je Ay C Ay UF, = AU Fy C
Ay U Ny, ma Ha ocHOBY MOHOTOHOCTH Mepe 4 caean (1(Aq) < pu(AsUNy) = pu(As). Comano ce mokasyje
1(A2) < pu(A1 U N1) = p(Ar). Jakne, (A1) = p(As).

1) 1(0) = p(@) = 0.

2) Tpeba nokazaru ﬁ( L] En> = Y 7(E,), 3a mpousBo/bHe mucjyHKTHE cKynose E, € M. Tlomro je
n=1 n=1

o o [o@)
E,=A,UF, 3aceen €N ounaje |J E,=J A, U J F,, kao mro je rope mokazano. Ciesu,
n=1

n=1 n=1

ﬁ< Ij En) =M<GAH> 3 iM(An) = iﬁ(En),

IpU YeMy jeJIHAKOCT * BayKW 3aTO MITO je [t Mepa.

Heka je £ € 9 mpousposbaH cKyn Takap ga Baxku fi(E) = 0. Tpeba mokasaru ga axo je S C E
IPOU3BOJBAH MOICKYII, oHma Baxku 1 S € 9. [TocMarpamMo Ipon3BobHO pasaarame ckyma £ = AUF,
npu demy je FF C N u pu(N) = 0. [Homro je AUF C AUN u up(AUN) < p(A) U p(N) = 0 onna
Baxkn AUN € M na ckyn E MoxkeMo pasyoxutu u Ha caeaehu naaun E = QU (AU F). Tana je

S=0U(SN(AUF))

mBaxn SN (AUF) C AUF, npu gemy je AUF € N. Jlaxae, S € M.

[IpernocTaBuMoO J1a je Mepa A KOMILIeTHa eKcTen3uja mepe u. Jdokaxkumo na je A = 7. Hajupe, kako
je A ekcrensuja p, 10 je AM(A) = u(A) 3a cee A € M. Axko je FF C N 3a neku N € N, tajga je
F=0UF uajeAF)<AN)=u(N)=0,naje A(F) =0 (oBre cMO KOPHCTHJIU Ja je A KOMILIETHA



Mepa ma MoxKeMo u3MepuTn F') Kao u na ce A u p nokjaanajy Ha N € 9). Vamumo caga E= AU F,
E € M. Taga moxkemo npernoctasutu Ja je AN F = () (mpocTo, aKO HUCY JUCJYHKTHH MOCMATPAJMO
F'=F\ A ymecro F' u nonoso Baxxu AU F = AU F’ u cBe ocrase npernocrasge). Tasa je

A(E) = MAUF) = M(A) + AF) = \(4) = p(A) = i(E),
IpU 9eMy CMO y JIPYTOj jeJHAKOCTH UCKOPUCTUIN AedHHUIU]Y Mepe, v Tpehoj 1a ce pu u A\ moKJIamnajy

Ha N u y mocsenmoj nedbunnujy p. Tume cmo gokazanrm Jga je A = .

Ilpencrasumo £ € 9 kao £ = AU F, upu deMy Baske IIPETHOCTABKe U3 IIOCTaBKe 331aTKa. Kako je
0=7(F)=u(A), ro ckyn A € M. 3a B je onga noBosbHO y3etn B=AUN € M (tae je N € M u3
nedbununuje rakso ga F' C N), jep je u(B) = 0.

1.1. Ilornassme 2.10. y xkmu3u. (1. Heme/ba Ha e-HACTABH. )

1.2. Cras 2.30 (B) y xmusu (5. Hele/ba HA e-HACTABIL)

1.3. Iokaznmo na je B = My, 1j. JleGerosa o-anre6pa. Heka je E € 9, nponssomban ckyn. Ha ocnoy jena
1.2. 3Hamo ja nmocroje ckymnou A, B € B tako na Baxu A C E C B u u(B\A) = 0. [Ipumerumo 1a BaxKu

E=AU(E\A),

mpu wemy je A € Bu E\A C B\A, a u(B\A) = 0. Takne, E € B. Tume cmo nokazann My, C B. Hexa je
caga £ = AU F € B npoussossan ckyil. llomrro je A € B, a 3namo B C My, ouna je u A € M. [asbe,
nomro je ' C N, N € B, u(N) = 0, ouza je N € M u momro je Jleberopa Mepa KOMILIETHA BaXKH U
FeM,. Jakte E=AUF € M. Tume cmo mokazamm u B C M.

2. a)
6)

Teopema 3.24. y kKmbu3m.
Hajupe yBegumo cvmeny nx = t. Tana je

2022 2022n +oo

—t .
. —_—NnT_ . T1iono1 L . t
lim n - et+202iz dr = lim el+202ly Jt — lim X[0,20221] (t)61+2021% dt.
n—00 n—o00 n—00 ’

0 0 0

—t

< 2022 3a t € [0,2022n], a je X[o20220) (£)e 202 n < ¢~ TR | g

[Tpumernmo j1a je
+oo ¢

f e~ T#20212022 (J{ KOHBEPrUpa I1a CMO HAILIM HHTErpabu/IHy TOMUHAHTY U MoxKeMo mpuMenutu TJIK.
0

Hame je onma

t
n

2022 +o0o +oo +o0
—t —t
. ——NnT_ . T . T —t
lim n-et+202iz dy = lim / X[0,2022n] ()€ 112020 dt = / lim X[o,20220) (t) €215 dt = / e tdt =1,
n—o0 n—oo n—o0
0 0 0 0

PU 4eMy CMO HCKOPHCTH/IN Ja je lim X0 20220 (t) = 1 1 ga je lim £ = 0.
n—00 n—oo

Ako 61 nocrojasia uaTerpabuiiHa JJOMUHAHTA, Taja 6u 1o jey 1noj 6) (3a upsy jeguaxocr) u mo TIK
(3a Apyry) BaxKuio

2022 2022
—nx —nT
1= lim n - eir202iz dr = / lim n - et+2021z dy = 0,
n—00 n—00
0 0

jep 3a cBe x > 0 Baxku ja je lim n - eT202%z = 0 jep je excrmoneHnujaana GyHKIEja jada. Y TauKH
n—oo

x = 0 oBaj jqiumec jogymie xohe 6uTn OECKOHAYHO, aju KAKO je jeqHa Tavuka ckyn Jleberome mepe
HyJIa, TO HeMa YTHIaja Ha BpeanocT maTerpana. lakme, uu3 dynkumja f,(r) Hema HHTErpabUIHy
JOMUHAHTY Ha cermenty [0, 2022].



3. a) Teopema 4.8. y Kibu3m.
6) Us gena nox 6), ako je f, Kommjes ciaenu na je o u KoHBepreHta, Tj. jga moctoju f € LP(X, u)

L : .
TakBo jna f, — f. VI3 yumenune na kouseprennyja y LP mpocTopy NOBJAAYN KOHBEPIEHIU]Y 110 MEpU
(cTaB 4.23. y Kibu3u) ciaenn Jga f, KOHBEPrupa mo Mepu.

4. Tlpumenumo XesiepoBy HejegrakocT (ca KoedujeHTUMA P U ¢) HA HABEJIEHW WHTErPAJ 3alUCABIIN

\fl =1f] - 1. Jobujamo

% & % vk a
lim eZ’/|fydm: lim e’q’/|f|-1dm< lim e« /|f\Pdm /1qdm
n—00 n—o00 n—00

0 0 0 0

|
S =

—
hSAl

= /lim X(Ov%)|f|pdm =0,

e

LPU YEMY je yJIa3aK JIMMeCa 110/ MHTerpaJl JI03BO/beH 3aXBaJsbyjyhiu TeopeMu 0 JIOMMHAHTHO] KOHBEPI€HIIU]U,

1
jep je X (o ) [fIP < IfIPs a [|fIP dm < +oo jep f € LP([0,1],m).
e’ 0



