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1. Neka je (X,M, µ) prostor s merom. Neka je N = {N ∈M | µ(N) = 0} i

M = {A ∪ F | A ∈M i F ⊆ N, za neki N ∈ N}.

a) [5] Dokazati da je M σ-algebra i da va�i M ⊆M.

Definiximo µ(E) = µ(A), pri qemu je E = A ∪ F , gde A ∈M i F ⊆ N, za neki N ∈ N.

b) [5] Dokazati da je µ dobro definisana funkcija na M i da je µ(A) = µ(A) za sve A ∈ M (tj.
da je µ ekstenzija mere µ).

v) [5] Dokazati da je µ mera na M.

g) [5] Dokazati da je mera µ kompletna.

d) Dokazati da je µ jedinstvena kompletna ekstenzija mere µ na M.

�) Ako je E ∈M takav da je µ(E) = 0, dokazati da postoji B ∈M takav da je µ(B) = 0 i E ⊆ B.

Primeri d) i �) su bonus u vrednosti od 5 poena.

Neka je dat prostor sa Borelovom merom (R,B, µ).
1.1. [5] Definisati Borelovu σ-algebru B.
1.2. [10] Dokazati da za svaki Lebegov skup E ∈ML postoje Borelovi skupovi A i B takvi da va�i

A ⊂ E ⊂ B i µ(B\A) = 0.

1.3. [5] Opisati xta je B, u smislu gore navedene definicije.

2. a) [10] Dokazati teoremu o dominantnoj konvergenciji.

b) [8] Izraqunati lim
n→∞

2022∫
0

n · e
−nx

1+2021x dx.

v) [7] Da li niz funkcija fn(x) = n · e
−nx

1+2021x ima integrabilnu dominantu na segmentu [0, 2022]?

3. Neka je (X,M, µ) prostor s merom.

a) [15] Dokazati da je Lp(X,µ) Banahov prostor. (Teorema Ris-Fixer)

b) [10] Neka je fn Koxijev niz na Lp(X,µ) prostoru. Da li tada fn konvergira po meri?

4. [10] Neka f ∈ Lp([0, 1],m) za 1 < p < +∞, pri qemu je m Lebegova mera. Neka je q takav da je
1
p
+ 1

q
= 1. Izraqunati

lim
n→∞

e
n
q

1
en∫
0

|f | dm.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a

1. a) Poka�imo prvo M ⊂ M. Neka je A ∈ M proizvo	an skup. Poxto je prazan skup podskup
svakog skupa, onda va�i ∅ ⊂ N , za proizvo	ni skup N ∈ N. Tada je A = A ∪ ∅ ∈M.

Poka�imo da je M jedna σ-algebra:

1) ∅ ∈M ⊂M.

2) Neka je E ∈ M proizvo	an skup. Treba pokazati Ec ∈ M. Poxto je E = A ∪ F, pri qemu
va�e pretpostavke iz postavke zadatka, onda je A∪F ⊂ A∪N, pa je (A∪N)c ⊂ (A∪F )c. Va�i

(A ∪ F )c = (A ∪N)c ∪ ((A ∪ F )c\(A ∪N)c).

Poka�imo da ovo razlaga�e zadovo	ava uslove za pripadnost M. Prvo imamo (A ∪ N)c =
Ac ∩N c ∈M. Da	e va�i ((A ∪ F )c\(A ∪N)c) = (Ac ∩ F c) ∩ (A ∪N) ⊂ F c ∩N ⊂ N. Dakle, ovo
razlaga�e zadovo	ava tra�ene uslove, pa va�i Ec ∈M.

3) Neka je En ∈M, za sve n ∈ N. Treba pokazati
∞⋃
n=1

En ∈M. Za svako n ∈ N va�i En = An∪Fn,

za neko An ∈M i neko Fn ⊂ Nn, gde je Nn ∈ N. Tada va�i

∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

(An ∪ Fn) =
∞⋃
n=1

An ∪
∞⋃
n=1

Fn.

Poxto je M jedna σ-algebra, onda va�i
∞⋃
n=1

An ∈ M. Da	e, poxto je
∞⋃
n=1

Fn ⊂
∞⋃
n=1

Nn i

µ(
∞⋃
n=1

Nn) ≤
∞∑
n=1

µ(Nn) = 0 onda va�i
∞⋃
n=1

Nn ⊂ N. Dakle,
∞⋃
n=1

En ∈M.

b) Va�i µ(A) = µ(A∪∅) = µ(A). Treba pokazati jox da funkcija µ ne zavisi od izbora razlaga�a
skupa E ∈ M. Dakle, ako je E = A1 ∪ F1 = A2 ∪ F2, za neke skupove A1, A2 ∈ M i skupove
F1 ⊂ N1, F2 ⊂ N2, gde N1, N2 ∈ N, treba pokazati da je µ(A1) = µ(A2). Va�i µ(A1 ∪ N1) =
µ(A1) + µ(N1\A1) = µ(A1) i sliqno µ(A2 ∪ N2) = µ(A2). Da	e je A1 ⊂ A1 ∪ F1 = A2 ∪ F2 ⊂
A2∪N2, pa na osnovu monotonosti mere µ sledi µ(A1) ≤ µ(A2∪N2) = µ(A2). Sliqno se pokazuje
µ(A2) ≤ µ(A1 ∪N1) = µ(A1). Dakle, µ(A1) = µ(A2).

v) 1) µ(∅) = µ(∅) = 0.

2) Treba pokazati µ
( ∞⊔

n=1

En

)
=
∞∑
n=1

µ(En), za proizvo	ne disjunktne skupove En ∈M. Poxto je

En = An ∪ Fn, za sve n ∈ N, onda je
∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

An ∪
∞⋃
n=1

Fn, kao xto je gore pokazano. Sledi,

µ
( ∞⊔

n=1

En

)
= µ

( ∞⋃
n=1

An

)
∗
=
∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑
n=1

µ(En),

pri qemu jednakost ∗ va�i zato xto je µ mera.

g) Neka je E ∈ M proizvo	an skup takav da va�i µ(E) = 0. Treba pokazati da ako je S ⊂ E
proizvo	an podskup, onda va�i i S ∈M. Posmatramo proizvo	no razlaga�e skupa E = A∪F,
pri qemu je F ⊂ N i µ(N) = 0. Poxto je A ∪ F ⊂ A ∪ N i µ(A ∪ N) ≤ µ(A) ∪ µ(N) = 0 onda
va�i A ∪N ∈ N pa skup E mo�emo razlo�iti i na slede�i naqin E = ∅ ∪ (A ∪ F ). Tada je

S = ∅ ∪ (S ∩ (A ∪ F ))

i va�i S ∩ (A ∪ F ) ⊂ A ∪ F, pri qemu je A ∪ F ∈ N. Dakle, S ∈M.

d) Pretpostavimo da je mera λ kompletna ekstenzija mere µ. Doka�imo da je λ = µ. Najpre, kako
je λ ekstenzija µ, to je λ(A) = µ(A) za sve A ∈ M. Ako je F ⊆ N za neki N ∈ N, tada je
F = ∅ ∪ F pa je λ(F ) 6 λ(N) = µ(N) = 0, pa je λ(F ) = 0 (ovde smo koristili da je λ kompletna



mera pa mo�emo izmeriti F , kao i da se λ i µ poklapaju na N ∈M). Uzmimo sada E = A ∪ F ,
E ∈M. Tada mo�emo pretpostaviti da je A∩F = ∅ (prosto, ako nisu disjunktni posmatrajmo
F ′ = F \ A umesto F i ponovo va�i A ∪ F = A ∪ F ′ i sve ostale pretpostavke). Tada je

λ(E) = λ(A t F ) = λ(A) + λ(F ) = λ(A) = µ(A) = µ(E),

pri qemu smo u drugoj jednakosti iskoristili definiciju mere, u tre�oj da se µ i λ poklapaju
na M i u posled�oj definciju µ. Time smo dokazali da je λ = µ.

�) Predstavimo E ∈M kao E = A ∪ F , pri qemu va�e pretpostavke iz postavke zadatka. Kako je
0 = µ(E) = µ(A), to skup A ∈ N. Za B je onda dovo	no uzeti B = A∪N ∈M (gde je N ∈M iz
definicije takvo da F ⊆ N), jer je µ(B) = 0.

1.1. Poglav	e 2.10. u k�izi. (1. nede	a na e-nastavi.)

1.2. Stav 2.30 (v) u k�izi (5. nede	a na e-nastavi.)

1.3. Poka�imo da je B = ML, tj. Lebegova σ-algebra. Neka je E ∈ML proizvo	an skup. Na osnovu dela
1.2. znamo da postoje skupovi A,B ∈ B tako da va�i A ⊂ E ⊂ B i µ(B\A) = 0. Primetimo da va�i

E = A ∪ (E\A),

pri qemu je A ∈ B i E\A ⊂ B\A, a µ(B\A) = 0. Dakle, E ∈ B. Time smo pokazali ML ⊂ B. Neka je
sada E = A ∪ F ∈ B proizvo	an skup. Poxtto je A ∈ B, a znamo B ⊂ML, onda je i A ∈ML. Da	e,
poxto je F ⊂ N, N ∈ B, µ(N) = 0, onda je N ∈ ML i poxto je Lebegova mera kompletna va�i i
F ∈ML. Dakle E = A ∪ F ∈ML. Time smo pokazali i B ⊂ML.

2. a) Teorema 3.24. u k�izi.

b) Najpre uvedimo smenu nx = t. Tada je

lim
n→∞

2022∫
0

n · e
−nx

1+2021x dx = lim
n→∞

2022n∫
0

e
−t

1+2021 t
n dt = lim

n→∞

+∞∫
0

χ[0,2022n](t)e
−t

1+2021 t
n dt.

Primetimo da je t
n
6 2022 za t ∈ [0, 2022n], pa je χ[0,2022n](t)e

−t

1+2021 t
n 6 e−

t
1+2021·2022 , a

+∞∫
0

e−
t

1+2021·2022 dt konvergira pa smo naxli integrabilnu dominantu i mo�emo primeniti TDK.

Da	e je onda

lim
n→∞

2022∫
0

n·e
−nx

1+2021x dx = lim
n→∞

+∞∫
0

χ[0,2022n](t)e
−t

1+2021 t
n dt =

+∞∫
0

lim
n→∞

χ[0,2022n](t)e
−t

1+2021 t
n dt =

+∞∫
0

e−t dt = 1,

pri qemu smo iskoristili da je lim
n→∞

χ[0,2022n](t) = 1 i da je lim
n→∞

t
n
= 0.

v) Ako bi postojala integrabilna dominanta, tada bi po delu pod b) (za prvu jednakost) i po TDK
(za drugu) va�ilo

1 = lim
n→∞

2022∫
0

n · e
−nx

1+2021x dx =

2022∫
0

lim
n→∞

n · e
−nx

1+2021x dx = 0,

jer za sve x > 0 va�i da je lim
n→∞

n · e
−nx

1+2021x = 0 jer je eksponencijalna funkcija jaqa. U taqki

x = 0 ovaj limes doduxe ho�e biti beskonaqno, ali kako je jedna taqka skup Lebegove mere
nula, to nema uticaja na vrednost integrala. Dakle, niz funkcija fn(x) nema integrabilnu
dominantu na segmentu [0, 2022].



3. a) Teorema 4.8. u k�izi.

b) Iz dela pod b), ako je fn Koxijev sledi da je on i konvergentan, tj. da postoji f ∈ Lp(X,µ)

takvo da fn
Lp

−→ f . Iz qi�enice da konvergencija u Lp prostoru povlaqi konvergenciju po meri
(stav 4.23. u k�izi) sledi da fn konvergira po meri.

4. Primenimo Helderovu nejednakost (sa koefijentima p i q) na navedeni integral zapisavxi
|f | = |f | · 1. Dobijamo

lim
n→∞

e
n
q

1
en∫
0

|f | dm = lim
n→∞

e
n
q

1
en∫
0

|f | · 1 dm 6 lim
n→∞

e
n
q


1
en∫
0

|f |p dm


1
p


1
en∫
0

1q dm


1
q

= lim
n→∞

e
n
q


1
en∫
0

|f |p dm


1
p

e−
n
q

=

 lim
n→∞

1∫
0

χ(0, 1
en )
|f |p dm


1
p

=

 1∫
0

lim
n→∞

χ(0, 1
en )
|f |p dm


1
p

= 0,

pri qemu je ulazak limesa pod integral dozvo	en zahva	uju�i teoremi o dominantnoj konvergenciji,

jer je χ(0, 1
en )
|f |p 6 |f |p, a

1∫
0

|f |p dm < +∞ jer f ∈ Lp([0, 1],m).


