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1. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom. Ka�emo da je skup E ⊂ X lokalno mer	iv ako E ∩ A ∈ M za
sve A ∈M takve da je µ(A) < +∞. Definiximo

M = {E ⊆ X | E je lokalno mer	iv}.

a) [7] Dokazati da je M ⊆M i da je M σ-algebra.

Prostor sa merom (X,M, µ) nazivamo zasi�enim ako va�i M = M. Meru µ na mer	ivom

prostoru (X,M, µ) zovemo σ-konaqna ako je X =
+∞⋃
n=1

En, pri qemu je µ(En) < +∞ za sve n ∈ N.

b) [4] Ako je µ σ-konaqna, dokazati da je (X,M, µ) zasi�en.

Definiximo funkciju µ : M→ [0,+∞] kao

µ(E) =

{
µ(E), ako E ∈M,

+∞, ako E ∈M \M.

v) [7] Dokazati da je µ mera na (X,M).

g) [4] Ako je mera µ kompletna na prostoru sa merom (X,M, µ), dokazati da je i mera µ tako�e
kompletna na prostoru sa merom (X,M, µ).

d) [4] Dokazati da je (X,M, µ) zasi�en prostor sa merom. U literaturi se on naziva zasi�e�e

prostora sa merom (X,M, µ).

2. a) [15] Definisati Lebegovu σ algebru i Lebegovu meru.

b) [6] Navesti tri σ-algebre koje su sadr�ane u Lebegovoj σ algebri.

v) [4] Objasniti da li su karakteristiqna funkcija Kantorovog skupa i Kantorova singularna
funkcija Lebeg mer	ive.

3. a) [15] Dokazati Levijev stav.

b) [10] Izraqunati
+∞∫
0

+∞∑
n=1

cosnx
nenx

dx.

4. Dat je niz funkcija {fn}n∈N, fn : R→ R sa

fn(x) = χ[nα,2nα](x),

gde je α realan broj. U zavisnosti od parametra α, ispitati konvergenciju niza {fn}n∈N

a) [8] µ-skoro svuda;

b) [8] u prostoru L1(R, µ);
v) [8] po meri µ,

gde je µ Lebegova mera na R.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) Uzmimo proizvo	an skup E ∈ M. Tada naravno za svaki A ∈ M, pa i konkretno za A koji je
konaqne mere va�i A ∩ E ∈ M jer je M σ-algebra. Odatle sledi da E ∈ M. Doka�imo sada
da je M σ-algebra. Prvo, ∅ ∈ M jer ∅ ∩ A = ∅ ∈ M za sve A ∈ M pa tim i za sve A konaqne
mere. Malo je slo�eniji posao dokazati da ako E ∈ M, onda i Ec ∈ M. Uzmimo proizvo	an
skup A ∈ M konaqne mere. Treba dokazati da Ec ∩ A ∈ M. Primetimo da va�i slede�i niz
jednakosti

Ec ∩ A = ∅ ∪ (Ec ∩ A) = (Ac ∩ A) ∪ (Ec ∩ A) = (Ac ∪ Ec) ∩ A = (A ∩ E)c ∩ A.

Posled�i skup pripada M jer po uslovu da E ∈M sledi da A∩E ∈M, pa i (A∩E)c ∈M (jer
je M σ-algebra), a onda primenimo samo da presek dva skupa iz σ-algebre ostaje u σ-algebri.
Na kraju, pretpostavimo da En ∈ M za sve n ∈ N i neka je A ∈ M proizvo	an skup konaqne

mere. Tada je

(
+∞⋃
n=1

En

)
∩ A =

+∞⋃
n=1

(En ∩ A), a posled�a unija pripada M jer svaki En ∩ A ∈M

i M je σ-algebra. Time smo dokazali da i
+∞⋃
n=1

En ∈M, a samim tim i da je M jedna σ-algebra.

b) Jedan smer znamo iz a), pa treba pokazati da je i M ⊆M. Uzmimo proizvo	an E ∈M i neka

je X =
+∞⋃
n=1

En, pri qemu je µ(En) < +∞ za sve n ∈ N. Tada je

E = E ∩X = E ∩

(
+∞⋃
n=1

En

)
=

+∞⋃
n=1

(E ∩ En),

a posled�a unija je u M jer je svaki E ∩En ∈M iz pretpostavke da je mera svakog En konaqna.
Time smo dokazali da je E ∈M, pa va�i da je M = M.

v) Najpre, µ(∅) = µ(∅) = 0 (∅ ∈M i µ je mera). Preostalo je da doka�emo da va�i

µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ (En). Ako su svi En ∈ M, ovo sledi po definiciji mere µ koja se poklapa

sa µ na M. Ako postoji Ej koji se ne nalazi u M, onda je µ(Ej) = +∞. Ako
+∞⊔
n=1

En /∈ M,

onda je i µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
= +∞, pa va�i µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
=

+∞∑
n=1

µ (En). Ostaje da proverimo sluqaj kada

postoji Ej /∈ M, a da va�i
+∞⊔
n=1

En ∈ M. U tom sluqaju je desna strana ponovo +∞ (jer je

µ(Ej) = +∞). Ako bi va�ilo da je µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
< +∞, tada bi po definiciji M imali da

Ej = Ej ∩
(

+∞⊔
n=1

En

)
∈M, xto je suprotno pretpostavci. Dakle, va�i da je µ

(
+∞⊔
n=1

En

)
= +∞

pa su i ovde leva i desna strana jednake.

g) Uzmimo proizvo	an skup F ∈ M takav da je µ(F ) = 0 i E ⊆ F . Iz qi�enice da je µ(F ) = 0
zak	uqujemo da je µ(F ) = µ(F ) = 0. Kako je µ kompletna, to E ∈M ⊆M pa smo pokazali i da
je µ kompletna.

d) Uzmimo proizvo	an skup E ⊆ X takav da je E ∩ A ∈M za sve A ∈M takve da je µ(A) < +∞.
Treba dokazati da E ∈ M, tj. da za proizvo	no B ∈ M za koje je µ(B) < +∞ va�i da
E ∩ B ∈ M. Kako je B ∈ M ⊆ M, to je µ(B) = µ(B) < +∞, pa po pretpostavci znamo da
E ∩ B ∈ M. Da	e, kako je µ(B) < +∞, to je (E ∩ B) ∩ B ∈ M (ovo je iz definicije M). No,
(E ∩B) ∩B = E ∩B, pa smo pokazali da E ∩B ∈M, xto je i bio ci	.

2. a) Neka je J = {[a, b)| − ∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞} polualgebra poluzatvorenih intervala i m : J → R≥0
mera na �oj definisana sa m([a, b)) = b−a. Produ�imo ovu meru na minimalnu algebru A koja



sadr�i J . Svaki element iz algebre A je oblika
n⊔
k=1

[ak, bk), za proizvo	ne −∞ ≤ ak ≤ bk <

ak+1 ≤ ∞ i definixemo meru m : A → R sa m

(
n⊔
k=1

[ak, bk)

)
=

n∑
k=1

(bk − ak). Sada produ�imo

meru m do spo	ne mere m∗ na partitivnom skupu od R. Uz pomo� m∗ i algebre A definixemo
Karateorodijevu σ-algebru ML koju nazivamo Lebegova σ-algebra. (Ona sadr�i algebru A.)
Restrikcija spo	ne mere m∗ na ML se naziva Lebegova mera. (Pogledati 4. nede	u na e-
nastavi.)

b) M1 = {∅,R} je minimalna σ-algebra nad R i sigurno je sadr�ana u svakoj σ-algebri nad R, pa je
sadr�ana i u Lebegovoj. M2 = {∅, (−∞, 1), [1,∞),R} je σ-algebra nad R i va�i M2 ⊂ J ⊂ML.
Neka je M3 Borelova σ-algebra. Ona je sadr�ana u Lebegovoj, zato xto je to minimalna σ-
algebra nad polualgebrom J .

v) Kantorov skup K je Borel mer	iv, pa i Lebeg mer	iv. Dakle, K ∈ ML pa je funkcija χK
Borel mer	iva i Lebeg mer	iva. Kantorova singularna funkcija je neprekidna pa je Borel
mer	iva pa i Lebeg mer	iva. (Pogledati 6. nede	u na e-nastavi.)

3. a) Stav 3.25. u k�izi. (9. nede	a na e-nastavi.)

b) Da bismo primenili Levijev stav treba pokazati da
+∞∑
n=1

+∞∫
0

|fn(x)| dx konvergira, pri qemu je

fn(x) =
cosnx
nenx

. Va�i |fn| ≤ 1
nenx

(| cos (nx)| 6 1) pa je na osnovu prvog poredbenog kriterijuma za

nesvojstvene integrale
+∞∫
0

|fn(x)| dx ≤
+∞∫
0

1
nenx

dx. U integralu sa desne strane uvodimo smenu

nx = t pa je
+∞∫
0

1
nenx

dx =
+∞∫
0

1
n2et

dt = 1
n2 . Poxto

∞∑
n=1

1
n2 konvergira (ova suma je π2

6
) onda i

+∞∑
n=1

+∞∫
0

|fn(x)| dx konvergira.

Izraqunajmo tra�eni integral. Na osnovu Levijevog stava va�i
+∞∫
0

+∞∑
n=1

fn(x) dx =
+∞∑
n=1

+∞∫
0

fn(x) dx.

Integral na desnoj strani �emo rexiti uz pomo� smene nx = t i parcijalne integracije.

+∞∫
0

cosnx

nenx
dx =

1

n2

+∞∫
0

cos t

et
dt =

{ u(t) = e−t

v(t) = sin t

}
=

1

n2

∞∫
0

sin te−tdt =
{ u(t) = e−t

v(t) = − cos t

}
=

1

n2
(1− I),

pri qemu je I =
+∞∫
0

cos t
et
dt. Dakle I = 1− I tj. I = 1/2 i

+∞∫
0

cosnx
nenx

dx = 1
2n2 . Sledi

+∞∑
n=1

+∞∫
0

cosnx

nenx
dx =

1

2

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

12
.

4. Uradi�emo prvo sluqaj α = 0. Tada je fn(x) = χ[1,2](x), dakle konstantan niz. Konstantan niz
konvergira ka istoj toj konstanti za svaku definiciju konvergencije a), b) i v).

Neka je α > 0.

a) Va�i lim
n→∞

fn(x) = 0. Dakle fn konvergira ka funkciji f = 0 svuda, pa i µ-skoro svuda.

b) Prvo primetimo da va�i fn ∈ L1(R, µ) za sve n ∈ N, jer je
∫
R
fn(x)dx = nα < ∞ pa ima smisla

govoriti o konvergenciji u L1 normi. Poxto va�i
∫
R
|fn(x) − 0|dx = nα → ∞ sledi da niz fn

ne konvergira u L1 normi.



v) Neka je ε > 0 proizvo	no. Skup svih x ∈ R gde je |fn(x)− 0| > ε je ili prazan (ako je ε ≥ 1) ili
[nα, 2nα] ako je ε < 1. Dakle, taj skup je najvixe mere nα. Poxto je α > 0 onda je limes niza
mera ∞, pa ne va�i konvergencija po meri.

Neka je na kraju α < 0.

a) Najpre je lim
n→∞

fn(x) = χ{0}(x) (taqka po taqka). Dakle fn kovergira µ-skoro svuda ka funkciji

f ≡ 0, jer se χ{0}(x) i nula funkcija razlikuju samo u jednoj taqki (u x = 0) xto je skup
Lebegove mere 0.

b) Opet primetimo da va�i fn ∈ L1(R, µ) za sve n ∈ N, jer je
∫
R
fn(x)dx = nα < ∞ pa ima smisla

govoriti o o konvergenciji u L1 normi. Jedini kandidat jeste funkcija f ≡ 0, pa treba
izraqunati lim

n→∞
‖fn − 0‖1 =

∫
R
|fn(x)| dx = nα → 0 kad n→∞, pa fn → 0 u L1 normi.

v) Iz konvergencije u L1 normi sledi konvergencija u meri, pa zak	uqujemo da fn → 0 po meri µ.


