
Odre�en integral. Koxijev integral.

Neka je data funkcija f : [a, b] → R≥0 neprekidna. Podelimo interval [a, b] na n

intervala jednakih du�ina b−a
n . Oznaqimo taqke intervala sa xk, k = 0, . . . , n, pri

qemu je x0 = a < x1 · · · < xn = b. Sada nad svakim intervalom [xk−1, xk], k = 1, . . . , n,
posmatramo pravougaonik Πk kome je druga stranica du�ine f(xk). Povrxina ovog

pravougaonika je P (Πk) = f(xk)
b−a
n . Ukupan zbir povrxina svih pravougaonika je∑n

k=1 f(xk)
b−a
n . Primetimo da xto je n ve�e, tj. podela intervala sitnija, ova suma

je bli�a povrxini izme�u grafika funkcije i x-ose. Dakle, ove sume aproksimiraju
povrxinu izme�u grafika i x-ose. Kada n te�i ka beskonaqno, ta suma postaje upravo
povrxina ispod grafika. Ovo zapa�a�e �e nam pomo�i da definixemo Koxijev
integral.
Koxijev integral se definixe za svaku neprekidnu funkciju f : [a, b] → R na

ograniqenom intervalu [a, b]. Ponovo podelimo interval [a, b] na n intervala jednakih
du�ina b−a

n .Oznaqimo taqke intervala sa xk, k = 0, . . . , n, pri qemu je x0 = a < x1 · · · <
xn = b. Posmatramo niz

Sn =

n∑
k=1

f(xk)
b− a
n

.

Stav. Niz Sn je konvergentan.

Dakle, niz Sn ima konaqan limes, i taj limes �e biti nax odre�eni integral.

Definicija. Koxijev integral neprekidne funkcije f : [a, b]→ R je

lim
n→∞

n∑
k=1

f(xk)
b− a
n

.
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Oznaka Koxijevog integrala je ∫ b

a
f(x)dx.

Dakle ∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
k=1

f(ck)
b− a
n

.

Kao xto smo gore opisali, Koxijev integral nenegativne funkcije na intervalu je
upravo povrxina ispod grafika. Sliqno, integral negativne funkcije na intervalu
je jednak povrxini od x-ose do grafika ali sa znakom minus.

Poxto je Koxijev integral definisan kao limes konvergentnog niza znaqi da je
uvek konaqan.

Primer. Rexiti
∫ 1
0 xdx i

∫ 0
−1 xdx.

Reximo prvi integral. Podintegralna funkcija je nenegativna, pa je ovaj inte-
gral jednak povrxini ispod grafika, vidimo da je to upravo povrxina pravouglog i
jednakostraniqnog trougla, qija je kateta du�ine 1 (pogledati sliku). Dakle∫ 1

0
xdx =

1

2
.

Ovaj primer �emo rexiti i po definiciji preko limesa. Dakle,

∫ 1

0
xdx

∗
= lim

n→∞

n∑
k=1

k

n

1

n
= lim

n→∞

1

n2

n∑
k=1

k = lim
n→∞

1

n2
n(n+ 1)

2
=

1

2
,

pri qemu jednakost ∗ va�i zato xto su taqke intervala ck = k
n .

Sliqno va�i i
∫ 0
−1 xdx = −1

2 .
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Stav. Neka je ck ∈ [xk−1, xk] proizvo	na taqka. Tada je

lim
n→∞

n∑
k=1

f(ck)
b− a
n

=

∫ b

a
f(x)dx.

Dakle, ovaj stav pokazuje da Koxijev integral ne zavisi od izbora taqaka iz in-
tervala u kojima uzimamo vrednost funkcije. Tu osobinu �emo qesto koristiti.

Definicija. Uvodimo i slede�e definicije

∫ a

a
f(x)dx

def
= 0

i

∫ a

b
f(x)dx

def
= −

∫ b

a
f(x)dx.

Primetimo da je definicija integrala u taqki u saglasnosti sa definicijom Koxi-
jevog integrala na intervalu, zato xto je povrxina du�i naravno nula.

Stav. Za svako c ∈ (a, b) va�i

∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Dakle, integral mo�emo izdeliti na delove i raditi posebno.

Primer. Izraqunati
∫ 1
−1 |x|dx.

Koristimo |x| =

{
−x, x ≤ 0

x, 0 < x
, pa je

∫ 1
−1 |x|dx =

∫ 0
−1(−x)dx+

∫ 1
0 xdx = 1

2 + 1
2 = 1.

Stav. (Linearnost Koxijevog integrala.) Ako su f : [a, b] → R i g : [a, b] → R dve
neprekidne funkcije, tada va�i

∫ b

a
(λ1f(x) + λ2g(x))dx = λ1

∫ b

a
f(x)dx+ λ2

∫ b

a
g(x)dx,

za svake dve konstante λ1, λ2 ∈ R.
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Dokaz.∫ b

a
(λ1f(x) + λ2g(x))dx

def
= lim

n→∞

n∑
k=1

(λ1f(xk) + λ2g(xk)
b− a
n

= lim
n→∞

λ1

n∑
k=1

f(xk)
b− a
n

+ λ2

n∑
k=1

g(xk)
b− a
n

∗
= lim

n→∞
λ1

n∑
k=1

f(xk)
b− a
n

+ lim
n→∞

λ2

n∑
k=1

g(xk)
b− a
n

= λ1 lim
n→∞

n∑
k=1

f(xk)
b− a
n

+ λ2 lim
n→∞

n∑
k=1

g(xk)
b− a
n

= λ1

∫ b

a
f(x)dx+ λ2

∫ b

a
g(x)dx.

Pri qemu ∗ va�i na osnovu Stava o konaqnosti Koxijevog integrala. Dakle, nemamo
oblik ∞−∞ pa va�i da je limes zbira jednak zbiru limesa. �

Posledica. Ako je f(x) ≤ g(x) za svako x ∈ [a, b] onda je
∫ b
a f(x)dx ≤

∫ b
a g(x)dx.

Dokaz. Primetimo prvo da za svaku nenegativnu funkciju h : [a, b]→ R na osnovu

definicije Koxijevog integrala va�i
∫ b
a h(x)dx ≥ 0. Neka je h(x) = g(x)− f(x). Tada

je h(x) ≥ 0. Zbog linearnosti integrala va�i∫ b

a
g(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
(g(x)− f(x))dx =

∫ b

a
h(x)dx ≥ 0.

Dakle,
∫ b
a g(x)dx ≥

∫ b
a f(x)dx,xto je i trebalo pokazati. �

Stav. (Osnovna integralna nejednakost.)
∣∣∣ ∫ ba f(x)dx

∣∣∣ ≤ ∫ ba |f(x)|dx.

Dokaz. S obzirom da je f(x) ≤ |f(x)| i −f(x) ≤ |f(x)|, za sve x ∈ [a, b], na osnovu
prethodne posledice sledi da je∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx,

∫ b

a
(−f(x))dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx.

Dakle,

−
∫ b

a
|f(x)|dx ≤

∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx,

xto je ekvivalentno tra�enoj nejednakosti. �

Stav. Neka je f neprekidna i nenegativna funkcija na intervalu [a, b] i neka je∫ b
a f(x)dx = 0. Tada je f(x) = 0 za sve x ∈ [a, b].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Postoji x0 ∈ [a, b] tako da je f(x0) = A > 0. Iz
neprekidnosti funkcije f sledi da (za ε = A

2 ) postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ [a, b]
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takve da je |x− x0| < δ va�i |f(x)− f(x0)| < A
2 . Dakle, za sve x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) va�i

f(x) ∈ (f(x0)− A
2 , f(x0) + A

2 ) = (A2 ,
3A
2 ). Tada je∫ b

a
f(x)dx =

∫ x0−δ

a
f(x)dx+

∫ x0+δ

x0−δ
f(x)dx+

∫ b

x0+δ
f(x)dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ
f(x)dx ≥ A

2
2δ > 0.

Dakle, zak	uqujemo da je poqetni integral pozitivan, xto je kontradikcija u odnosu
na pretpostavku da je integral jednak nuli. �

Napomena. Uslov da je funkcija f nenegativna u prethodnom stavu je bitan. Na
primer, funkcija f(x) = x na intervalu [−1, 1] me�a znak, i va�i∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 0

−1
f(x)dx+

∫ 1

0
f(x)dx = −1

2
+

1

2
= 0,

gde prva jednakost va�i na osnovu stava da se integral mo�e razdvojiti na dva, a druga
jednakost je izraqunata u primeru nakon definicije Koxijevog integrala. Podinte-
gralna funkcija nije jednaka nuli, ali �en integral jeste nula.

Teorema. (Prva teorema o sred�oj vrednosti integrala.) Neka su f : [a, b] → R i
g : [a, b] → R neprekidne funkcije i neka je g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b]. Tada postoji
ξ ∈ [a, b] tako da va�i ∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je
∫ b
a g(x)dx = 0. Poxto je g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b]

tada je ona osnovu prethodnog stava g(x) = 0 za sve x ∈ [a, b]. Time sledi tra�eno
tvr�e�e, pri qemu ξ mo�e biti bilo koja taqka na intervalu [a, b].

Pretpostavimo sada da je
∫ b
a g(x)dx > 0.Na osnovu Vajerxtrasove teoreme, neprekidna

funkcija na zatvorenom intervalu dosti�e svoj maksimum i minimum. Neka jeM mak-
simum, a m minimum funkcije f. Tada je m ≤ f(x) ≤ M) za sve x ∈ [a, b]. Poxto je g
nenegativna funkcija, sledi

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x),

za sve x ∈ [a, b]. Prelaskom na integral, sledi∫ b

a
mg(x)dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤

∫ b

a
Mg(x)dx,

tj.

m

∫ b

a
g(x)dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤M

∫ b

a
g(x)dx.

De	e�em ovih nejednakosti sa
∫ b
a g(x)dx dobijamo

m ≤
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

≤M.
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Na osnovu teoreme o me�uvrednosti neprekidnih funkcija na intervalu, sledi da
funkcija uzima sve vrednosti izme�u minimuma i maksimuma. To znaqi da postoji
neko ξ ∈ [a, b] tako da je

f(ξ) =

∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

.

Time je dokaz zavrxen. �

Definicija. Sred�a vrednost neprekidne funkcije f : [a, b]→ R je vrednost

1

b− a

∫ b

a
f(x)dx.

Na osnovu Prve teoreme o sred�oj vrednosti integrala, sred�a vrednost funkcije
se dosti�e. Naime, primenom teoreme za funkciju g(x) = 1, dobijamo taqku ξ.

Veza neodre�enog i Koxijevog integrala

Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija.

Stav. Funkcija F : [a, b]→ R definisana sa F (x) =
∫ x
a f(t)dt je neprekidna.

Dokaz. Treba pokazati limx→x0 F (x) = F (x0) xto je ekvivalentno tome da za svako
ε > 0 postoji δ > 0 tako da za sve x ∈ [a, b] za koje va�i |x − x0| < δ va�i i |F (x) −
F (x0)| < ε. Neka je ε > 0 proizvo	no. Poxto je funkcija f neprekidna, onda je ona
ograniqena na zatvorenom intervalu [a, b]. Dakle, postojiM > 0 tako da je |f(t)| < M,
za sve t ∈ [a, b]. Neka je

δ =
ε

M
.

Tada je

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣ ∫ x0

x
f(t)dt

∣∣∣ ∗≤ ∫ x0

x
|f(t)|dt ≤M |x− x0| < ε,

gde je ∗ osnovna integralna nejednakost. Time je dokaz zavrxen. �

Teorema. (Osnovna teorema integralnog raquna.) Funkcija F : [a, b] → R defin-
isana sa F (x) =

∫ x
a f(t)dt je diferencijabilna i va�i

F ′(x) = f(x).

Dokaz. Na osnovu definicije izvoda treba pokazati

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
.

Primetimo da je

F (x+ h)− F (x) =

∫ x+h

x
f(t)dt = hf(ξ),

za neko ξ ∈ [x, x + h], gde posled�a jednakost va�i na osnovu Prve teoreme o sred�oj
vrednosti, prime�enoj na funkciju g(x) = 1. Dakle
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F (x+ h)− F (x)

h
= f(ξ).

Poxto je funkcija f neprekidna i ξ ∈ [x, x+h], prelaskom na limes kada h→ 0 sledi
ξ → x kao i f(ξ)→ f(x). Dakle, sledi

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x).

Time je dokaz zavrxen. �

Teorema. (�utn-Lajbnicova formula.) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija
i neka je F : [a, b]→ R �ena primitivna funkcija Tada va�i∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).

Dokaz. Podelimo interval [a, b] na n jednakih delova i oznaqimo taqke intervala
sa xk, k = 0, . . . , n pri qemu je a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Na osnovu Lagran�eve
teoreme o sred�oj vrednosti na svakom intervalu [xk−1, xk] postoji taqka ξk tako da je

F (xk)− F (xk−1) = F ′(ξk)(xk − xk−1) = f(ξk)(xk − xk−1).
Tada je

F (b)− F (a) = F (b)− F (xn−1) + F (xn−1)− · · ·+ F (x1)− F (a)

=
n∑
k=1

F (xk)− F (xk−1) =
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1).

Prelaskom na limes, na osnovu definicije Koxijevog integrala i na osnovu stava
da ovaj integral ne zavisi od izbora taqaka na intervalima podele, dobijamo

F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x)dx.

Time je dokaz zavrxen. �

Primer.
∫ π
0 cosxdx = sinπ − sin 0 = 0.


