Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja Mepe u unrerpamuje (P cmep) - ucnutau pok jyu 1
15.6.2021.

1. a) Heka cy maru ckynosu S ={k € N : 2021 |k} u T ={k € N : 2021t k} u dpamunuja
M={A,AUT | AC S},

Jlokazatu na je 9 o-anrebpa Ha ckymy N.

6) Heka je mara damvunnja ckynosa € = {A C N | |A| = 2021}. Hahu murnmanny o-anrebpy 9 na N
Koja cagapxku £.

B) Heka je mara mpoussosbHa o-anrebpa B wa N n dbyskmmja f : N — R raksa na je f(N) C N.
Tokazatu ma je dbynknmja f MepspbuBa y ogHocy Ha o-aarebpy B akko je f~'({n}) € B 3a cBaxo
n € N.

r) Ucnuratu mepsbusoct dyukmuja g : N — R u h: N — R garux ca
g(n) =n®u h(n) =e"
y ofHOCY Ha o-aarebpe I u M.

2. Teopema 0 MOHOTOHOj KoHBepreuiuju. Popmyjanuja U JA0Ka3 y CAy4ajy OrpaHUYEHOT HU3a MEP/HbHUBUX
dyHKIH]a.

3. a) Heka je (X,9, u) mpocrop ca mepom u f, : X — Rso Hu3 mepspusux dynknuja. OGjacHuTn ma Ju

BaK1 . .
X n=1 n:lX
. oo n T | .
6) Hoxasaru gaje [ e "= dv= ) o raejea€ (0,1) uneN.
0 k=0

4. Heka je (R, 91, 1) mpoctop ca mepom, nipu demy je 9 JleGerosa o-anrebpa, a p Jleberosa mepa. Heka je
nar mu3 byukmmja f, : R — R ca f,(x) = m
a

6

WNcnuraru ga v oBaj Hu3 KoHBeprupa yaudopmuo Ha R.

UNcnmratn 1a v 0Baj HU3 KOHBEPTHUPA (4 CKOPO CBY/IA.

r

B) Ucnuratu ja i obaj Hu3 Kouseprupa y L' nopmu.
) Ucnmrarn fa w0 oBaj HU3 KOHBEPrUpa 10 MEPH [i.

1) Ucnurarn mga m w3 KoHBeprenmuje y L' HopMu cjenn KOHBEpreHIHja Mo MepH fi.

(3a cBaky 0/ HABEJIEHNX KOHBEpreHIuja Tpeba HAMUCATH U JAehuHATU]Y. )

Hamomena: Csaku 3amarak Bpeau 25 nmoena. Bpewme 3a uzpany 3anaraka je 180 muayTa.



Pewerva:

1. a) M jecre o-anrebpa jep 3a0BOJbABA CBOjCTBA!
(1) DeMijepjed CS.
(2) Mpumernmo ga je S = N\ 7. Vauumo vexkn B € M. Taga je B = A wimm B = AUT 3a Hekn
A C S. Ho, onza je penom B¢ = (S\ A) UT oanocuo B¢ = S\ A, a onga cy oba uz .
(3) Vamumo caga npousBosbHy bavunjy { B, neny € 9. Oner je cBaku ox ckynosa B, obauka A,

win A, UT 3a neke A, C S. AKo cy cBu npBOr 06JIMKA, OHJIA je H IbUX0BA YHUja MOJICKYI O S.
(o0}

+
Ako moctoju 6ap jegan apyror obauka, ouaa je u yauja |J B, = CUT 3a veku C' C S, na ce
n=1

orrer Hasta3m y M.
6) Ouurnenno je ma ckynosu A; = {1,2,...,2021} u Ay = {2,3,...,2022} npunanajy €. Kaxko je N
o-aarebpa, 1o je ouma u ckym {1} = A; \ Ay € M. Anasorno ce nokasyje fa je u {n} € N 3a cse
n € N. Kako je N gucjyHkraa yHHja OBaKBUX CKyIOBa, a ) je o-aarebpa, to cBaku A C N npunaa
o-anre6pn N, 1j. N = P(N).

B) (=) Ako je f MepspuBa, Taja je mo mocaenunum ca npegaBama (EHacTaBa mecra Hemesba) CKy

f'({n}) ={z eN| f(z) = n} € B,
jep oBo Baxku 3a cBe ¢ € R, na u 3a ¢ € N,
(<:) Yamumo mpousBosbHO ¢ € R. Tama je ckym
[]
{reN| flx)<ct=|J{z eN| f(z) =n},

n=1
a MOCJIe/IIbU CKyN npunajaa ‘B jep je konauna yHuja ckymnosa u3 B. (Hapasao, oBa cyma je mpasan
CKYI YKOJIHKO je ¢ < 1.)

r) OGe dyukImje cy Mep/buBe y ofHOCcy Ha o-anrebpy N jep je oHa maprurtuBHE cKym. lckopuernmo
(B) 3a dbynkmujy ¢ jep ona camka N y mogckyn ckyna N. Ilpumerumo na je g ' ({1}) = {1} a raj
ckyn e npunaga M jep 1 ¢ S, a we Mozxkemo ra npejgcrasutu Kao AUT, rue je A C S. Ha dyuknujy
h He MOYKEMO MPUMEHWUTH JIeo 1o, B), anu ako younmo ckyn {x € N | e" < e} (nakie 3a ¢ yamemo
e), onaa je taj ckyn monoso {1} u we npunaga M. laxie, uu g nu h wHucy M-mepspuBe, a obe cy
JN-mepJbuBe.

2. Yac npegaBamba, j1eo u3 cenme nejgesbe ca Enacrase (Teopema 3.17. u3 kmure).

3. a) Baxku. VY nuramy je jennocraBna mocienura TMEK, mosnara Kako ca mpeaBarmba, TAKO W ca BEXKOH.
n

Hakne, younmo nu3 bynkumja ¢,(x) = > fi(z). Taga je g, uu3 mepspuBnx, pacryhnx, mo3UTHBHEX
k=1

¢dyHKIMja M0 yCJa0BYy 3ajaTKa, Ila Ha mera MoxeMo npuMenutu TMK. Hamme, Baxku cienehu Hus
jeTHAKOCTH:

X/ if = X/ ,}L%kf;fk@) Apl) = X/ Jim gn () dpu(v)

— lim [ gu(x) du(z)

n—)ooX
— tiw [ 3" fula) dita)
X k=1

— tiw " [ fula) dta)

k=1 X

=;!nm



6)

npu demy Tpeha jennakoct Baxku o TMK, a y 4eTBpT0j MHTErpaa U CyMy MOXKEMO Pa3MEHUTH jep
je cyMa KOHAYHA.

JloBo/bHO je ja pasBujeMo OYHKIU]Y y TejiopoB pej, a 3aTUM MPUMEHUMO JI€0 MOJT a). 3HAMO

Ja je

l—e %

+oo
1 k
= E x', 3ax <1,
-
k=0

na je
—+oc0o
1 — eka
1—e® Zk—o ’

< 13ax >0 (jenqna Tauka He Mera HUINTa y WHTErpasy). Tama je

jep je e
+o0 +o0

—ax " . —ax n —kx

mTo je u Tpebaio gokazaru. Ilpurom cMmo y Tpelioj jeHaKoCTH HCKOPUCTUIIH JIE0 MO, ), ¥ YeTBPTO]
VBeJIW CMEHY T = a y mecroj u ceamoj uckopuctuau gedpununnjy lama dyuknuje n meny
BPEJIHOCT.

_t_
a+k’

[IpumeTnmo m1a je

0 0
fim, fa(@) = {1’ iioj

[omrro je f, nu3 wenpekuganux (yHKIHja, a rpanndHa QyHKIMja je TPeKnIHa, CAegId J1a HUA3 He

KOHBepPrupa paBHOMEPHO.

OBaj HM3 KOHBEprupa cByia, Tj. 3a cBe xr € R, ma je cKym rie He Koupeprupa npasan. IlomTo je

w(0) =0, cnenn na HA3 f,, KOHBEPTUPA [t CKOPO CBY/IA.

I[IpBo Tpeba na nposepumo ycaos f, € L1(R). Baxn f folz)dx =2 f fn(z)dz, nomrro je dyukuuja

fn mapna, 3a cBako n € N. Jlakie, mcnuryjemo KOHBepreHLu/IJy HeCBOJCTBeHOF UHTerpaJjia caMo ca
oo

cuHryjiapurerom y oo. [Ipumerumo jia je hm {7(22 = 1, a HECBOjCTBEHU MHTETPAJ f x%d:v KOHBEPrUpa
1




r,1)

3a 2n > 1, mro Baxku 3a cee n € N. /lak/ie, Ha OCHOBY JApYTror IOpeI0eHOT KPpUTEPUjyMa 3a HHTerpaJe
oo oo

Baxxu 1 Ja unrerpan [ f,(x)dx xouseprupa, na xouseprupa u unrerpan [ f,(x)dz.
1 0

Kouseprenuuja y L' nopmu 3uauu (3uamo u3 6) ja je TO jeJMHu KaHUuar)

n—00

lim / () = Olda = 0.

1
Uspauynahemo rpamenu jsmmec npumenom TIK. Haume saxu [fo(z)| < 175 3a cse z € R, na
oo
. 1 0o . : 1
nomro je [ T = arctgr|®, = 7, oHJa je QyHKIHja 17,7 TPaykeHa HHTErpabu/IHa JOMHHAHTA, 1A
— o0

mozkemo npumenuntu TIK. Crenn,

lim [ |fu(z) —0ldx = / lim f,(x)dx = 0.
n—00 n—00

(mpumerumo ga je lim f,(z)) = 0 ocum y Tauku x = 0, amu JleGeroB mHTErpas y TauKu je HyJa, Ta
n—oo
He yTHYE Ha PE3y/ITarT.

I3 koupeprennmje y L' nopmu, ciemu xoupeprenuuja o mepu p. (Crap 4.23. u3 KibHTe; IBAHACCTA
Hesleba ca Enacrase)



