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Linearno programiranje - uvod

Linearno programiranje (LP) predstavlija jednu vrstu matematiCkog programiranja. Naj¢eS¢ée se Koristi za
reSavanje matematiCkih modela koji odgovaraju maksimizaciji profita, odnosno minimizaciju troSkova, pri

odredenim uslovima.

MatematiCki model treba da sadrZi
- Linearnu funkciju cilja

- Linearna ogranicenja

- Dopustiv skup reSenja

Linearni program se moze zapisati u kanonskom obliku na sledeéi nacin:

T

max C Xx

<b

—= U,

pri ogranic¢enjima >0
gde su

- x — vektor promenljivih (koje treba odrediti)
- b, c — koeficijenti (poznati)
- A —matrica (poznata)

STANDARDNA FORMA

Standardna forma je najjednostavnija oblik linearnog programiranja. Za n = 3 sastoji se iz

- Linearne funkcije koju je potrebno maksimizovati:
f(x1,%2,x3) = €121 + €2x5 + C3x3
- Ograni€enja
aq1%X1 + a12x5 + a43x3 < by
AyqX1 + Qg% + Ay3X3 < by
Q31X + Az2Xy + az3x3 < b3
- Ne-negativnih promenljiva
x1 =0
X, =0
x3=>0

Problem se, takode, moze zapisati matri¢no:

max{cTx|Ax <b , x>0}




PRIMER 1

Marija se bavi grn€arstvom i pravi 3olje i tanjire. Da bi se napravila 3olja, potrebno je 6 minuta, dok je za tanjir
potrebno 3 minuta. Pri pravljenju Solje potrosi se 75 gr, dok se za tanjir potroSi 100 gr gline. Ukoliko ima 20 sati
na raspolaganju za izradu svih proizvoda i 250 kg gline a zarada koju ostvari iznosi 2 eura po svakoj Solji i 1.5
eura po tanjiru, koliko Solja i tanjira treba da napravi kako bi ostvarila maksimalnu zaradu?

RESENJE :
Marija ¢e napraviti x Solja i y tanjira.
Funkcija cilja:

- zarada iznosi 2eur/80lja, zarada za x 3olja bi¢e (2 eur/3olja)*(x 3olja).
- zarada iznosi 1.5eur/tanjir, odnosno zarada od svih tanjira bi¢e (1.5 eur/ tanjir)*(y tanjira).
o Ukupna zarada iznosi:
f(x,y) =2x+ 1,5y (eur)

Ograni¢enje vremena:

- vreme potrebno da se napravi jedna Solja iznosi 6min. Dakle, da bi napravili x Solja potroSi¢e 6x
minuta.
- sliéno, za y Solja koristice 3y minuta.
o Ukupno vreme pravljenja proizvoda iznosi 20h, pa tako:
6x + 3y <1200
Ogranicenje materijala
- Materijal za jednu Solju iznosi 75 gr => x Solja = 75x gr materijala

- Materijal za jedan tanijir iznosi 100 gr => y tanjira = 100y gr materijala
o Ukupno, potroSen materijal iznosi

75x + 100y < 25000
Nenegativne promenljive

- Broj Solja i tanjira je najmanje 0, x = 0, y = 0 (ne moze se napraviti negativan broj Solja ili tanjira

1y
Konacno, dobijamo model:
Max flx,y) =2x+ 15y
Pri ograni¢enjima: 6x + 3y < 1200
75x + 100y < 25000

x>0, y=0

*Dakle, optimalno reSenje, dobijeno cplex-om: x = 120, y =160, f(x,y) = 480.




PRIMER 2

Marijin deda ima 320 hektara njive i Zeli da posadi pSenicu na tom prostoru. Sadnja pSenice bi kostala 50 eura
po svakom zasadenom hektaru i donela bi 100 busela (27,2 kg) po aru. Jedan busel donosi zaradu od 6 eura.
Marija je svom dedi predloZzila da umesto pSenice zasadi soju, Cija sadnja iznosi 100 eura po hektaru i prinos
od 100 buSela po hektaru i, pri tom, jedan buSel soje donosi zaradu od 9 eura. Ukoliko Marijin deda ima na
raspolaganju 20,000 eura za sadnju da li deda da ostane pri svojoj odluci i sadi samo pSenicu, ili da posluda
Mariju i posadi samo soju ili da posadi i jedno drugo i u kojoj razmeri? Pretpostavimo da skladiste moze da
primi najvise 19,200 busSela robe.

RESENJE :
Marijin deda zeli da posadi x hektara pSenice i y hektara soje.
Funkcija cilja:

- Zarada od x hektara pSenice iznosi 100(busel/ha)*6(eur/busel)*x ,
- dok su troskovi sadnje 50(eur/ha)*x,
o Ukupna zarada za pS$enicu iznosi f(x) = (100 * 6 — 50)x = 550x (eur)
- Zarada od y hektara soje iznosi 100(busel/ha)*9(eur/busel)*y ,
- dok su troSkovi sadnje 100(eur/ha)*y,
o Ukupna zarada za soju iznosi f(y) = (100 * 9 — 100)y = 800y (eur)

o Ukupan prinos iznosi:
f(x,y) = 550x + 800y (eur)

Ograni€enje pocetnog kapitala, njive i skladista:

- Deda raspolaze sa 20,000 eura pocCetnog kapitala
50x + 100y < 20,000

- Deda raspolaze sa njivom od 320 ha
x+y <320

- Na raspolaganju je skadiSte koje moze da primi najvise 19,200 buSela robe
100x + 100y < 19,200

Ograni€enje po pitanju koli€ine koja ¢e se saditi:
- Naravno da oCekujemo da je

x=0, y=0
Konadno, model
Max f(x,y) = 550x + 800y (eur)
Pri ogranicenjima: 50x + 100y < 20000

x4y <320
100x + 100y < 19200

x>0, y=0

*Optimalno reSenje, dobijeno cplex-om: : x =0, y =192, f(x,y) = 153,600




PRIMER 3

Marijina firma Zeli da investira novac i tom prilikom predlozeno joj je 5 razli€itih investicionih scenarija. Protok
novca (cash outflows) i trenutna vrednost akcija dati su u tabeli. Ove godine planirano je da se ulozi najvise 40
mil eur, dok ¢e se naredne godine, u iste akcije, uloziti najvise 20 mil eur. Nije obavezno da se ulozi u Citav
projekat, odnosno mozemo kupiti samo deo neke investicije. Npr, ako u investiciju pod rednim brojem 4
ulozimo samo V4 investicije, potrebno je da ove godine platimo 1/4(5) = 1,25 i 1/4(1) = 0,25, a zarada iznosi
1/4(14) = 3,5. Na$ cilj je da pomognemo Mariji oko izbora investicija tako da, nakon dve godine, profit bude
maksimalan.

Napomena: Nemoguce je kupiti akciju samo za Il godinu. Akcije se kupuju u paketu za | i Il godinu. Moze se
uloziti u viSe razlicitih investicija ili se vise puta kupiti ista investicija.

Investicija 1 Investicija 2 Investicija 3 Investicija 4 Investicija 5
| godina 11 53 5 5 29
Il godina 3 6 5 1 34
Totalni profit 13 16 16 14 39

RESENJE
MozZemo uloZiti novac u 5 razliitih investicija. Moguce je investirati u €itavu investiciju ili samo njen deo.

- Neka x; predstavlja koliko investiramo u investiciju i. U datom primeru je x, = 1/4.

- Hajde da u prvu investiciju ulozimo x; ¢ime, na kraju, profit od te investicije iznosi 13x;, u drugu x,
8to nam donosi profit od 16x, i tako redom. Na$ zadatak je da odredimo nepoznate x; koje ¢e
nam omoguditi da 13x; + 16x, + 16x3 + 14x, + 39x5 bude maksimalno.

- Naravno, postoje ograni¢enja za x; obzirom da na raspolaganju imamo odredenu svotu novca. Pa
tako, u prvoj godini, kupovina x; dela prve investicije koSta 11x,, kupovina druge investicije koSta
53x,, trece 5x3, itd. Ukupno, mozemo platiti najvise 40 mil, $to znacida 11x; + 53x, + 5x3 + 5x, +
29x5 ne sme biti vece od 40 mil. Na isti nacin, naredne godine ugovorene investicije kostace
3x, + 6x, + 5x3 + x4, + 34x5 Sto ne sme biti ve€e od 20mil (iznos kojim raspolazemo tokom druge
godine).

Mozemo da formiramo LP problem.
Funkcija cilja je

max  f(xy, Xz, X3, X4, X5) 1)
gde je f(x1, X2, X3, %4, X5) = 13x1 + 16x, + 16x5 + 14x, + 39x5
Ogranicenja:

11x; + 53x, + 5x3 + 5x4 + 29x5 < 40 (2)
3xq + 6x5 + 5x3 + x4 + 34x5 < 20 3)

Zasto” <” a ne “=" u drugoj i trecoj nejednakosti? Zato $to mozemo uloziti manje novca od onog koji nam je
na raspolaganju i opet ostvariti maksimalnu zaradu. Bitno je da ne ulozimo viSe nego Sto imamo.

Ostaju ograni¢enja u vezi nepoznatih.

Jasnojedax; =0,i=1,..,5tj. ne moZemo kupiti —deo investicije. Da li se moze investirati u istu investiciju
dva puta? Na primer, da li mogu investirati u investiciju 3 ili 4 dva ili viSe puta? Ukoliko moze, onda je
dozvoljeno x; = 1, odnosno ako se moze investirati u deo investicije, a najvise u celu, tada imamo ogranicenje
X <1.

Dakle, ograni¢enje moze bitiilix; =2 0ili 0 < x; < 1.

*Optimalna vrednost: 118.

ReSenje Xs= 3, X4= 5, ostali x; su jednaki nuli.




PRIMER 4

Pretpostavimo da se otvara nova Posta u komsSiluku i da zaposSljava radnike. Broj radnika, potrebnih dnevno,
dat je tabelom. Pored stalno zaposlenih, posta moze da zaposli radnike i po ugovoru o delu. Stalno zaposleni
radnik radi 5 vezanih dana i posle toga ima pauzu od 2 dana. Svaki radni dan stalno zaposlenog radnika placa
se 80 eura, dok se svaki radni dan vikendom pla¢a 100 eura. Zaposleni po ugovoru o delu dobijaju 95 eur bez
obzira da li rade radnim danom ili vikendom.

A) Napraviti LP model koji ¢e direktoru poste omogucéiti da minimizuje platu za svoje zaposlene a ipak
ispuni zahteve o broju zaposlenih.
B) Pretpostavimo da je hajmanje 60% stalno zaposlenih slobodno petkom.

Dan Ponedeljak Utorak Sreda Cetvrtak Petak Subota Nedelja
Br.radnika 17 13 15 18 14 16 11
RESENJE:

Obelezimo sa
- X4 broj stalno zaposlenih koji rade od ponedeljka do petka i imaju slobodan vikend
- Xo broj stalno zaposlenih koji rade od utorka do subote i imaju slobodnu nedelju i ponedeljak
- X3 broj stalno zaposlenih koji rade od srede do nedelje i imaju slobodan ponedeljak i utorak
- X4 broj stalno zaposlenih koji rade od Cetvrtka do ponedeljka, imaju slobodan utorak i sredu
- Xs broj stalno zaposlenih koji rade od petka do utorka, imaju slobodnu sredu i Eetvrtak
- Xe broj stalno zaposlenih koji rade od subote do srede, imaju slobodan &etvrtak i petak
- X7 broj stalno zaposlenih koji rade od nedelje do &etvrtka i imaju slobodan petak i subotu.
- y; broj part-time zaposlenih koji ¢e pomagati u ponedeljak
- Y, broj part-time zaposlenih koji ¢e pomagati u utorak
- y3 broj part-time zaposlenih koji ¢e pomagati u sredu,

- y7 broj part-time zaposlenih koji ¢e pomagati u nedelju

Ponedeljkom posta potrazuje 17 radnika, dakle:

X1+ X4+ X5+ X6+ x5, +y, =17 D
Utorkom, postoji potreba za 13 radnika: x; + x, + x5 + x6 + x7 + y, = 13 (2)
Sredom: x; +x,+x3+x5+x;,+y; =15 3)
Cetvrtkom x; + x5 + x5 + x4 + x, + v, = 18 (4)
Petkom: x; +x, + x3 + x4 + x5 + y5 = 14 (5)
Subotom: x, + x3 + x4 + x5 + X6 + x; = 16 (6)
Nedeljom: x5+ x, + x5 + x5 +x; +y, =11 (7

Jednacine (1)-(7) predstavljaju ogranicenja.
Dodac¢emo i ograniCenje x; =20,y; =20,i=1,..,7,j=1,..,7.
Ostaje funkcija cilja (cost function):
Kolika je plata zaposlenih iz grupe koja radi ponedeljak-petak?

Radni dan iznosi 80 eura, dakle ukupna zarada je 80*5=400 eura.

Kolika je plata zaposlenih iz grupe koja radi utorak-subota?

Oni imaju jedan vikend koji se placa 100 eura, stoga ukupna zarada iznosi 80*4+100=420 eura
Zaposleni iz grupe sreda-nedelja: 3 radna dana + 2 vikenda : 80*3+100*2 = 440 eura




Istu platu imaju i zaposleni iz grupa

Cetvrtak — ponedeljak, petak — utorak, subota — sreda
Grupa zaposlenih nedelja - Cetvrtak takode prima platu od 420 eura.
Dakle, postu stalno zaposleni “kostaju”

400x; +420(x, + x7) + 440(x3 + x4 + X5 + X¢)
Part-time zaposleni imaju fiksnu naknadu, u iznosu od 100 eura po danu. Ova vrsta zaposlenih, postu “kosta”
100y +y2 +yz3 +ya+ys + ¥ +y7)
Konacno, LP problem:
min  f(xq, X3, X3, X4, X5, X6) X7, Y1, Y2, Y3, Yar V5, Yoo V7 ) = 400x1 + 420(x; + x7) +
440(x3 + x4 + x5+ x6) + 100(y; + 2 + ¥3 + Y4 + Y5 + Y6 + ¥7)

Pri uslovima:

X+ x4+ x5+ x5 +x;,+y;, =17 D
X1 +xp +x5+x+x;+y, =13 (2)
X1+ Xy + X3+ X6 +x7 +y3 =15 3
X+ x,+x34+x4+x,+y, =18 (4)
Xy +x,+x3 4+ x4 +x5+ys =14 (5)
Xy +x3+ x4+ x5+ x5 +x;, =16 (6)
X3+ x4 +x5+%x6+x;,+y;, =11 (")

Ogranicenja
x20y;=20,i=1,..7j=1,..7.
Deo pod B:
Ukupan broj stalno zaposlenih je x; + x, + x3 + x4 + x5 + X + Xy
Ukupan broj zaposlenih kojima je petak slobodan je xg + x-

Uslov je da najmanje 60% zaposlenih treba da je slobodno petkom. To znadi da je
%(xl +x, x5+ x, x5+ x6+x7) < xg+x; (8)

RESENJE SA CASA:
Min f(xq, X2, X3, X4, X5, Xg, X7) = 9880 — 75x; — 55(x, + x7) — 35(x3 + x4 + x5 + x¢)

Pri uslovima:
X+ x4+ x5+ x5 +2x, < 17 D
X1+ Xy + X5 + X6 +x7 <13 (2)
X1+ Xy +x3 +xg+x7, <15 3)
X1+ Xy +x3+x4 +x, <18 (4)
X+ X, +x3+x4 +x5 <14 (5)
Xy +x3+ x4+ x5+ x5 <16 (6)
X3+ X4+ X5 +x¢+x7, <11 (7)
Ogranicenja
X > 0, i=1,..,7




PRIMER 5

Naftna kompanija se bavi distribucijom 3 razliCita tipa nafte (nafl, naf2 i naf3). Sva tri tipa nafte se prave
pomocu tri razli¢ita tipa sirove nafte (sn1, sn2, sn3). Cena nafte i cena sirove nafte po 1 barelu (1barel
=119,2l), dati su tabelom.

NAFTA 1 barel Sl\:ilc:)'l\'/AA 1 barel
Nafl 70 Snl 45
Naf2 60 Sn2 35
Naf3 50 Sn3 25

Naftna kompanija moze da dopremi najviSe po 5,000 barela od svake vrste sirove nafte dnevno. Tipovi nafte
koja se proizvodi se medusobno razlikuju po nivou oktana i sumpora. Sirova nafta koja se koristi u proizvodnji
nafl mora da ima najmanje nivo oktana 10 a najviSe 1% sumpora. Nafta tipa naf2 sadrzi nivo oktana od
najmanje 8 a najvise 2% sumpora. Nafta tipa naf3 treba da sadrzi najmanje oktana nivoa 6 i najvise 1%
sumpora. Nivo oktana i sumpora su dati u tabeli 2.

SIROVA NIVO NIVO
NAFTA OKTANA SUMPORA
snl 12 0,5
sn2 6 2
sn3 8 3

Proizvodnja po jednom barelu sirove nafte kosta 4 eur i kompanija ima kapacitete da dnevno moze proizvesti
najvide 14,000 barela nafte. Obaveza kompanije je da svojim kupcima dnevno obezbedi najmanje 3 000, 2
000 i 3 000 barela nafte (nafl, naf2 i naf3, tim redom) dnevno.

Napraviti model tako da kompanija maksimizuje svoj profit.

Ukoliko kompanija angazuje marketinSku kompaniju, oCekuje se da ¢e se za svaki ulozen evro na reklamiranje
odredenog tipa nafte, povecati potreba za 10 barela.

RESENJE

Neka je x; koliCina sirove nafte j koriS¢ene u proizvodnji nafte i, odnosno
X11 - koli€ina sirove nafte 1 kori§¢ene u proizvodnji nafte 1,
X1 - Koli€ina sirove nafte 2 kori§¢ene u proizvodnji nafte 1
X413 - koli€ina sirove nafte 3 koriS¢ene u proizvodnji naftel.
Cime dobijamo ukupnu koliginu gasa 1: x;; + x4, + x45. Sli€no piSemo i za ostale tipove gasa.

“‘Naftna kompanija moze da dopremi najviSe po 5000 barela od svake vrste sirove nafte dnevno.”:
X11 + X1 + X317 <5000 (xq14,x21, x31 — koli€ina sirove nafte tipa 1 koriS¢ene u proizvodnjigasa 1, 2 i 3)
X12 + X5 + X35 < 5000 (x15, X2, X3, — Koli€ina sirove nafte tipa 2 koriS¢ene u proizvodnjigasa 1, 2 i 3)
X13 + X23 + x33 < 5000 (xq3,%23, X33 — Koli€ina sirove nafte tipa 3 koriS¢ene u proizvodnjigasa 1, 2 i 3)

“Sirova nafta koja se koristi u proizvodnji naf1 mora da ima najmanje nivo oktana 10 a najvise 1% sumpora”:
0,5 2 3 1

TooX11 t oo X1z 5 %13 = E(xn + x12 + x13)

12x11 + 6x15 + 8x13 = 10(xq1 + x1 + x13)

“Nafta tipa naf2 sadrzi nivo oktana od najmanje 8 a najvise 2% sumpora.”
0,5 2 3 2
= P i < —
Too X21 T Tog %22 T 155 %23 = Toq (P21 + X22 + X23)

12x91 + 6Xx55 + 8x53 = 8(xy1 + X392 + X33)




“Nafta tipa naf3 treba da sadrzi najmanje oktan nivoa 6 i najvise 1% sumpora.”
0,5 2 3 1
—_ i, —_ < —
TooX31 T oo %32 T 155 %33 = 100 (%31 + x32 + X33)

12x51 + 6x35 + 8x33 = 6(x31 + X35 + X33)

“‘kompanija ima kapacitete da dnevno moze proizvesti najvise 14,000 barela nafte za prodaju”
Y3 io1xi; < 14,000

“Obaveza kompanije je da svojim kupcima dnevno obezbedi najmanje 3 000, 2 000 i 3 000 barela nafte (naf1l,
naf2 i naf3, tim redom) dnevno”

X171 + X142 +x13 = 3,000

Xp1 + X35 + X253 = 2,000

X31 + X35 + x33 = 3,000
Ograniéenja su, kao i do sada,

xij = 0, i,j = 1,..,3.

Ostalo je da se odredi funkcija cilja:
Dakle, kupujemo sirovu naftu, po ceni datoj u tabeli, transformiSemo je po ceni od 4 eura po barelu i prodamo
po ceni iz tabele:

Koli¢ina nafta tipa1l koju éemo proizvesti iznosi:  gas; = x11 + x4, + x15. Prilikom prodaje, za gas tipal
zaradicemo 70(xq, + x;1, + x13)eur . Da bi nabavili potrebne sastojke za proizvodnju gas; potrebno je uloZiti
(45x,1 + 35x,, + 25x,3) eur. TroSkovi obrade gas; iznose 4* gas,. Dakle, gas tipa 1 donosi zaradu od

Sumal = (70 — 4)(xqq + X2 + x13) — (45x11 + 35x15 + 25x43)
Ponavljamo postupak za gas tipa 2 i gas tipa 3:

Suma2=(60 — 4)(xy; + x5 + x33) — (45x5, + 35x,, + 25x,3)

Suma3=(50 — 4)(x31 + X3, + x33) — (45x31 + 35x3, + 25x33).

Funkcija cilja:
Max Sumal + Suma2 + Suma3

Konacno, LP problem (sreden):
Max f(X) = 21xq1 + 31xq, + 41x13 + 11xy1 + 21xy, + 31xy3 + x31 + 11x3, + 2133
Pri ograni¢enjima

X171 + Xz1 + x31 < 5000 D
X13 + X9 + X35, < 5000 2)
X13 + X33 + x33 < 5000 3)
—0,005x,; + 0,01x;, + 0,02x,3 <0 (4)
2x11 —4x1, —2x13 =0 (5)
—0,015x,; + 0,01x,35 < 0 (6)
4x51 — 2%95, =0 )
—0,005x3; + 0,01x3, + 0,02x33 < 0 (8)
631 + 2x33 = 0 (9)
ijj:lxij < 14000 (10)
X171 + X412 + x13 = 3000 (11)
X1 + Xg5 + X33 = 2000 (12)
X31 + X35 + x33 = 3000 (13)

Nenegativne promenljive
xl-j > 0, i,jzl,..,3.

Cplex reSenje:
Objective value 185 500
X11= 2000 X12= 1000 X13:0 Xo1= 1000 Xoo= 2000 X23=1500 X31 = 2000 X30= 1000 X33=O




PRIMER 6 (Problem dijete)

Marija je odlucila da koriguje ishranu i u tu svrhu je zanima koliko para treba da potrosi kako bi kupila hranu
Cija je ukupna energetska vrednost 2,000 kcal a koja sadrzi 55g proteina odnosno 800mg kalcijuma
neophodnih za dnevno funkcionisanje. Marija se odluCuje da kupi 6 razli¢itih proivoda koji, po njoj, sadrze
neophodne sastojke a moze ih sebi priustiti. Sledi tabela sa nutritivnim svojstvima hrane:

hrana veli¢ina porcije energija (kcal) proteini (g) kalcijum (mg) cena po porciji
ovseni obrok 289 110 4 2 30 din
piletina 100 g 205 32 12 240 din
jaja 2 kom, klasa s 160 13 285 130 din
mleko 237 cc 160 8 22 90 din
pita sa viSnjama 170 g 420 4 22 200 din

svinjetina sa

povréem 260 g 260 14 80 190 din

Marija je odlucila da napravi plan ishrane, odnosno broj porcija po danu:

broj porcija po danu

ovseni obrok 4
piletina 3
jaja 2
mleko 8
pita sa viSnjama 2
svinjetina sa povréem 2

ReSenje:

Kako bi napravila najekonomiéniji meni, Marija je odludila da sa x; obelezi broj porcija ovsenog obroka, sa x,
broj porcija piletine i tako redom. Njena ideja je da odredi vrednosti x4, x,, ..., x¢ tako da uneta hrana sadrzi
minimalne zahteve po pitanju energije, proteina, kalcijuma i da je, naravno, $to ekonomicnija.

Problem dijete mozZe se napisati na sledeci nacin:

min 30x; + 240x, + 130x3 + 90x, + 200x5 + 190x4
pri ogranicenju:
0<x; <4
0<x,<3
0<x3<2
0<x, <8
0<xs;<2
0<xs<2
110x; + 205x, + 160x3 + 160x, + 420x5 + 260x, = 2000
4xq + 32x5 + 13x3 + 8x4 + 4x5 + 14x5 = 55
2x1 + 12x5 + 54x3 + 285x, + 22x5 + 80x¢ = 800

10



PRIMER 7 (Problem transporta)

Potrebno je pokupiti proizvode iz m fabrika tako da se iz prve fabrike uzima a; kilograma proizvoda, iz druge
fabrike a, kilograma proizvoda, iz tre¢e fabrike a; kilograma i tako redom. Roba se dalje prosleduje u n
prodavnica, tako Sto prva prodavnica potrazuje b, kilogram, druga prodavnica b, kilograma, ..., n-ta
prodavnica b, kilograma proizvoda. OCekuje se da je koli€ina robe koja se preuzima iz fabrika jednaka onoj
koli¢ini robe koja se dalje prosleduje prodavnicama, tj. X7, a; = Z;Ll b;. Cena transporta robe iz fabrike i ka
prodavnici j iznosi c;;. Ako pretpostavimo da se prevoz robe vrsi pomocu dovoljno velikog kamiona, potrebno
je odrediti koli¢inu robe x;; koja se iz fabrike i Salje u prodavnicu j tako da ukupna cena transporta bude
minimalna.

ReSenje

min z cijxl-j
ij

n
2 xij = al-,i = 1,2, e, m
j=1

m
Z xl-jzbj,j=1,2,...,n

i=1
xij > O,Vl,]

pri ogran¢enjima

11



ZADACI ZA SAMOSTALNI RAD:
ZADATAK 1

Marijin koms8ija preprodaje racunare i raCunarsku opremu. Oc€ekuje isporuku racunara i Stampaca. Pri tom,
rauCunari su spakovani tako da njihova kutija zauzima 360 kubnih decimetara prostora, dok se Stampaci
pakuju u kutijama koje zauzimaju 240 kubnih decimetara prostora. Komsija se trudi da mese¢no proda
najmanje 30 raCunara i da taj broj bude bar za 50% veci od broja prodatih Stampaca. Racunari kostaju 200eur
po nabavnoj ceni, a prodaju se po ceni od 400eur, dok Stampaci kostaju u nabavci 60eur i prodaju se za
140eur. Magacin kojim komsSija raspolaze ima svega 30,000 kubnih decimetara prostora i mese¢no moze da
nabavi robu u iznosu od najvise 14,000 eur. Koliko raCunara a koliko Stampaca komsija treba da proda kako bi
se maksimalno obogatio?

ZADATAK 2

Marijin brat radi u fabrici za proizvodnju X i Y proizvoda pomoc¢u dve masine (A i B). Za izradu proizvoda X
potrebno je 50 min obrade na masini A i 30 min obrade na masini B. Proizvod Y se 24 min obraduje na masini
A'i 33 minuta na masini B. Na pocetku ove nedelje napravljeno je 30 proizvoda X i 90 proizvoda Y. MaSina A je
na raspolaganju samo 40 sati dok je masina B na raspolaganju tek 35 sati. Direktor o¢ekuje da se do kraja
nedelje napravi najmanje 75 X i 95 Y proizvoda. Politika firme je da broj proizvoda bude maksimalan.
Formulisati problem odlu€ivanja koliko od svakog proizvoda treba napraviti u tekucoj nedelji kao linearni
problem.

12



Sistemi linearnih jednacina

Kao $to smo primetili, problem linearnog programiranja se, za pocetak, svodi na formiranje sistema linearnih
jednacina koje treba reSiti. Pod reSavanjem sistema podrazumevamo nalaZenje skupa svih redenja. Slede
metode za reSavanje sistema.

Furije — Mockinova metoda eliminacije

Ideja metode je eliminacija nepoznatih. Proizvoljno izaberemo promenljivu koju Zelimo da eliminiSemo.
Odvojimo jednacine u kojima je koeficijent uz nasu promenljivu < 0,=0i>0 ...... (objasniti na ¢asu)

PRIMER 8
Metodom eliminacije odrediti skup reSenja problema:

max f = 2x + 3y
Pri ograni¢enjima x—2y<4
2x+y <18
y <10
x,y=0
RESENJE

Hajde da funkciju cilja uvrstimo u ograni¢enja. Time dobijamo da je f < 2x + 3y. Zasto je ovde nejednakost?
Zato $to se trazi maksimu funkcije f, ne mozemo imati viSe od 2x + 3y.

Eliminisaéemo x iz sistema:

3.1,
x 2y 2f_

x—2y<4
1
x+5ys9
y <10
y=0
-x<0
Odnosno (I+11, 1+, H+VI, HI+VIDD:
3 1 f—8
—§y+§fs4+2y - yZT
3 1 1 f
—§y+§fs9—§y - y2—9+5

0<4+2y » y=-2
1
0S9—§y - y<18

y<10
y=0

13



Dakle, dobijamo da je y > —2 a, kako je y > 0 sledi da je y > 0. Sa druge strane imamo da je y < 18
I y <10 ciji presek iznosi y < 10. Dalje, dobijamo novi sistem

f-8

yz—
_g4f

y = 9+2,

y <10, y>0.
Hajde sada da eliminiSemo y:

/=8
7

IA

10 -

IA

—9+

IA

78
! 38
2

IA

f
10 - f

0<10
Kako je f < 38, sledi da je to i optimalna vrednost naSeg problema

PRIMER 9
Metodom eliminacije odrediti skup reSenja problema:

max f =5x+y
Pri ogranicenjima 2x+y =5

y=1
2x+3y<6
x,y=0

RESENJE

Posmatramo odgovarajuci sistem, i reSavamo po y:
f<5x+y - y=-5x+f
2x+y=5 - y=-2x+5
y=>1
26+3y<6 > ys-2x+2
y=0

Nema potrebe da piSemo y = 0 kada ve¢ imamo ogranienje

y =1
Posmatramo nejednakosti iV, 111V, lIIilV:

2 3
—Sxt+fsS—sx+2 - x=2f-2

—2x+5£—§x+2 —>§x23 - x=

| o

2 3
1S—§x+2 - xSE

Dobili smo ograni€enja za x. Ostaje nam da ogradimo f:

17 34 179 34 5 17
— —> - ——4+=—=—=—4+—=18/42 >
3x+6_f 34 6 4+3 8, 2 f

14



PRIMER 10

Primeniti metodom eliminacije kako bi se odredio skup reSenja sistema:

x>0
x+2y<6
x+y=2
x—y=3
y=0
—2x—y<f

RESENJE

ReSavamo problem u odnosu na promenljivu x:
x>0
x<6-—2y
x=2-y
x=23+y
y=0
1 1
x2—f—=3y
Uporedimo nejednacine (1 I, [Fi 1 110 1V, i VI):
0<6-2y
2—-y<6-2
3+y<6-2y
y=0

1 1
—>f—;y<6-2y

Konacno, dobijamo:
y<3
y<+4
y<3
y=0
f = 3y —12 iz poslednje nejednacine sledi da je najmanje f = —12.
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PRIMER 11
Primeniti metodom eliminacije kako bi se odredio skup reSenja sistema:

2x—5y+4z <10
3x—6y+3z<9
5x+10y —z <15
—x+5y—-2z2<-7
—3x+2y+6z<12

RESENJE

ReSavamo problem u odnosu na promenljivu x:

xS5+§y—22
x<3+2y—z
xS3—2y+§z
x=>7+5y—2z
x2—4+§y+22

Dalje, reS8avamo u odnosu na promenljivu y

7+5y-2z<5+2y—2z y<-—:
7+5y—-2z<3+2y—z yS—§+§Z
7+5y—22<3-2y+:z y<—243z
2 5 54
—4+%y+22S5+5y—22 }IZQ—H .y
—4+§y+ZzS3+2y—z yZZz—T
2 1 21 27
—4+iy+22=<3-2y+_z Y=35 "%

Sledi dalje,

4 1 54 118
——+4+-z>—= odnosno, z > ——
3 3 11 11

Iy, _ 34 odnosno, z > —1062.72
7 35 11

2z-2 < -2 odnosno z < g(= 1.978)
4 4 5 45
22, < —20dnosno z > 5.074
8 40 5
PRIMER 12

Primeniti metodu eliminacije na primer br 4.
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Resavanje LP problema grafickom metodom

PRIMER 13

Fabrika za proizvodnju stakala, Staklo CO, bavi se izradom prozora i balkon vrata. Fabrika se sastoji iz tri
proizvodna dela: dela za aluminijumske ramove (Sektor C1), dela za drvene ramove (Sektor C2) i treceg dela
u kome se obraduje staklo (Sektor C3). Kako je zarada pocela da opada, direktor fabrike je odlucio da viSe ne
proizvodi neisplative proizvode i da uvede dva nova proizvoda za koja misli da ¢e mu doneti ve¢u zaradu:

Prozor A: prozori veli€ine 4x4 m sa aluminijjumskim ramom
Prozor B: prozori dimenzija 2x3 m sa sa duplim staklom i drvenim ramom

Prozor A bi se proizvodio u sektorima C1 i C3, dok bi se prozor B proizvodio u sektorima C2 i C3. Tim za
marketing se potrudio oko predstavljanja novih proizvoda i zaklju€io da bi fabrika mogla da proda sve Sto
proizvede koliko god da proizvede. Medutim, kako oba proizvoda koriste sektor C2, postavlja se pitanje
organizacije tog sektora u smislu, koliko prozora A, odnosno koliko prozora B treba proizvesti kako bi se ta
proizvodnja najviSe isplatila?
Prilikom reSavanja samog problema treba imati u obzir sledece podatke:

- cena proizvoda A, B

- vreme potrebno da se naprave delovi proizvoda u svakom sektoru
Kako se prozori A i B prave u serijama od nekoliko komada (neka standardna koli¢ina unapred definisana),
uze¢emo da je x; broj serija prozora A napravljenih tokom jedne sedmice, odnosno neka x, predstavlja broj
serija prozora B napravljenih tokom iste te sedmice. Neka je cena prozora A 3,000 eur dok je cena prozora B
5,000 eur. Cilj fabrike je maksimizacija zarade, dakle

max 3xq + 5x5

U tabeli je dato vreme potrebno da se naprave serije prozora A i B u odgovaraju¢im sektorima. Na primer,
vreme potrebno da se napravi serija prozora A u sektoru C1 iznosi 1h nedeljno, dok je maksimalno raspoloZivo
vreme sektora C1 4h nedeljno (x; < 4). Raspolozivo vreme po sektorima, kao i vreme izrade odredenih
proizvoda, definisano je u tabeli.

Sektori vreme potrebno za izradu serije prozora po satima rasp(.)loiiv. broj sati. za
Prozor A Prozor B prozivodnju, nedeljno
Cl 1 0 4
C2 0 2 12
C3 3 2 18
Cena po seriji 3,000 eur 5,000 eur

Dakle, imamo da je 2x, < 12, odnosno 3x; + 2x, < 18. Konacno, koli¢ina proizvoda je nenegativna veli€ina pa

vazix; = 0,x, = 0.
Trazeni model je

pri ogranicenjima

max 3xq + 5x,

X, <4
2x, <12
3x1 +2x, <18
x1=20,x,=>20
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Ok, dobrili smo model. A reSenje?

Problemi sa dve promenljive lako se mogu resiti grafickom metodom. Neka je dat koordinatni sistem x;0x,. Na
osnovu ograni¢enja, vidimo da nam je potreban samo | kvadrant. Na slici je dopustiv skup osencen:

X2 1i

10—

Resenje problema nalazi se u dopustivom
skupu (granice skupa su ukljucene). Kako se
odreduje vrednost funkije cilja? Neka je Z = 3x; +
5x,. Potrebno je maksimizirati vrednost Z. To se
moze uciniti “metodom pokusaja”.

Na primer, uzmimo da je Z = 10 = 3x; + 5x;,

Potrebno je proveriti da li postoji tacka
(x1,x;) koja zadovoljava ovu relaciju a nalazi se
unutar dopustivog skupa. Povlacenjem prave
10 = 3x; + 5x, primetimo da postoji nekoliko tacaka
koje zadovoljavaju datu relaciju (slika) ali isto tako
vidimo da Z moZze imati i veéu vrednost, npr 20.
Ponovo vidimo da postoji niz taCaka koje
zadovoljavaju relaciju 20 = 3x; + 5x, i da bi nova
prava bila paralelna prethodnoj. Kako bi im i svaka
druga prava konstruisana na opisan nacin bila
paralelna i kako se vrednost funkcije cilja povecava

. . . 3
srazmerno povecanju vrednosti x,: x, = —cx +

%Z sa slike vidimo da je maksimalna vrednost koju

X, moze imati je 6 za 0 <x; <2. Maksimalna vrednost koju promenljiva Z mozZe imati se dobija i za

maksimalnu vrednost x;, odakle sledi da je maxZ = 36

X2 4

8
Z=136= 3x; +5x; |

Z=120= 3x; +5x,

Z=10= 3x; + 5x)




Dakle, fabrika ¢e najviSe zaraditi ukoliko bude proizvodila 2 serije prozora A, odnosno 6 serija prozora B
nedeljno (x; = 2,x, = 6) i pri tom Ce zaradivati 36,000 eur.

Da li je moguce organizovati proizvodnju tako da ukupna zarada iznosi 50,0007
Ako je planirana zarada 18,000 eur, organizovati proizvodnju?

PRIMER 14
max 3x; + 7x,
pri ograni¢enjima
2x; + 5%, < 10
7x, + 2%, < 14
xX1,% =20
RESENJE:

Nacrtamo grafike ograni€enja i osenCimo prostor na kome je funkcija definisana a zatim nacrtamo i samu
funkciju (slika nize).

2=0= 3470 L7 3XHK
Optimalno resenje se dostize u tacki preseka pravih 2x; + 5x, = 10 i 7x; + 2x, = 14, odnosno u tacki (%g) [
. . 444
iznosi —.
31
PRIMER 15

Sledece LP probleme resiti grafickom metodom

a) min (3x; — 2x,) b) minx, — x,
pri ograni¢enjima pri ogranic¢enjima
2x1—x, 21 X, +2x, <6
—X1+x, 20 —2x1 +x, = -1
X1,%X; =0 X1 —%xy; =3

x120

ResSiti i zadatke 1 i 2 grafickom metodom.
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Dualnost u linearnom programiranju

Posmatramo problem linearnog programiranja u simetricnom obliku:
min  c’x

Ax < b,

x>0 (1)

Neka je A matrica dimenzije m x n sa kolonama K3, K5, .., K,, i neka je rangA = m.

Problem (1) se naziva PRIMALNI PROBLEM i njemu odgovara DUALNI PROBLEM oblika:

ograniCenja

max bTy
ogranicenja ATy < ¢ (1)
Dualni problem mozemo da transformiSemo uvodenjem izjednacavajucih promenljivih:
max bTy
T —
ograniCenja Ay+z=q (1

z=>0

Teorema (Slaba dualnost):

Za bilo koje dopustive tacke (x4, x5, ..., x5) i (¥1, V2, ..., V) Problema (P) odnosno problema (D) vazi:

C1x1 + A Cnxn 2 Y1b1+- . +ymbm

Teorema (Jaka dualnost):

Ako jedan od problema (P) i (D) ima optimalno re$enje onda i drugi ima optimalno reSenje. Pri tom, za njihova

optimalna reSenja vazi:
C1X1 + = CpXp = Y1b1+.. +ymbm

Stavovi dualnosti:
- dual duala je primal.

- ako je optimalni reSenje primala X*, odnosno duala Y*, tadavazi: C - X* = A-Y".
- ako primal (dual) ima kona¢no optimalno reSenje, tada i dual (primal) ima kona¢no optimalno

resSenje.

- ako primal (dual) nema ogranieno optimalno reSenje, onda i dual (primal) nema moguce

resSenje.

Neophodni uslovi optimalnosti:

Dopustiva tacka (p,q) problema P je njegovo optimalno reSenje akko postoji tacka (u, v) dopustiva za D takva

da su zadovoljeni uslovi komplementarnosti:
w(A11p+ 4129 — b)) =0
(udi1 +vAz —c))p =0

Dopustiva tacka (u, v) problema D je njegovo optimalno reSenje akko postoji tacka (p, q) dopustiva za P takva

da su zadovoljeni uslovi komplementarnosti.
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PRIMER 16
Odrediti dualni problem sledec¢eg problema:
min F(X) = 25x; + 50x,
“x; + 7% 2 100
pri ograni¢enjima %x +1 +%x2 =150 ,x; =0,i=1,2.
Xy 22, 2100
ReSenje

Primalni model linearnog programiranja moze se matri¢no prikazati kao

funkcija cilja: FO=C-X,c=[25 501X =]
3
[4 100
pri ograni¢enjima: A-X = |% 1| [ ] > [150]
li 100
1

Dualni problem u matri€énom obliku:

Y1
®(Y) =B"-Y ti. [100 150 100]- (Y2
V3
31 '
gde je skup ograni¢enja AT - Y < CT 4. |} 2 3| |v2| < [ég]
4 2 4] s
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PRIMER 17

Primarni problem P
min x; — X,
pri ograni¢enjima
X1 — Xy —x3=1
—X1+x;—x4=1
x; =0

RESENJE:
Jednacine iz ogranienja zapisacemo preko nejednakosti:
X1 — Xy —x3 <1
—X1+x+x3< -1
—X1+x;—x, <1
X1 — Xy +x4 <1

1
T =[1,-1,1—-1] » b= [‘11]
1

cT=[1,-1]>c= [_11]

1 -1 -1 0 1 -1

1 -1 1 1 0 r_|—-1 1
A=1_1 {1 o |4 =1 1
1 —-10 1 0 0

Dualni problem je oblika
max(y1 —yz2 + ¥3 = Ya)
Yi—Y2=Ystys =21
V1t Y2+ ys—ya2-1
—y1+y220
~Y¥3+y, =20
yiz0
Mozemo da uvedemo smenu: y; —y, = Z1, Y3 — Y4 = Z;
Tada, dualni problem se moze zapisati kao:
max z; + z,
Z1—2; 21
—Z1t2z, =2 -1
-z, =20
—2;=20

tj. ograniCenjasu z; +z, =1,z < 0,2, < 0.

Naci dual duala i pokazati da je on primalni problem !l
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PRIMER 18

Primarni problem

(P)

PRIMER 19

min (10x, +5x, + 4x;)

3x; +2x, -3x; >3

+2x, 210
x; 20

4x, +

Primarni problem

max (12x, - 2x, — x,)

4x, +7x, —4x, —2x, <3

(P)

-8x, +2x, —x; +3x, £9

=3x, +5x, +2x, +x, £7

PRIMER 20

x;, 20

Resiti sledeée LP probleme

PRIMER 21

min (-x, — x, + x;)
X +XxX,+x,+x, =4
X, —3x, + x5 —x, <2

Xy, %, 20

Dualni problem

(D)

max (3y, +10y,)
3y, +4y, <10
2y, <5
-3y, +2y, <4

y; 20

Dualni problem

(D)

b)

min (3y, + 9y, + 7Y;)
4y, -8y, -3y, 20
Ty, +2y, + 5y, 212
_4y1 - Yy, + 2y3 > -2
-2y, +3y, + y; 2-1
y; 20

max (x, — x; )

X+ X, +x,+x, =2
<5
X, —3x, +x; —x, =2

X

X, Xy, X5,X, 20

a) Nadi dualne probleme problemima iz zadataka 14 kao i duale njihovih duala.
b) Naci dual za primer br 3 a zatim ga reSiti nekom metodom.

PRIMER 22

Resiti problem P

min

pri ogranicenjima

reSavajuci njegov dual grafiCkim putem.

2x1 + 3x5 + 5x3 + 2x,4 + 3x5

2% + X5+ 2x3 + x4 +3x5 =4
2X1 — 2% +3x3 + x4 + x5 =3

xiZO
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PRIMER 23

Dalije x; = 360, x, = 150, x3 = 0 optimalno reSenje problema
maxx, + x, + x3
pri ograni¢enjima
2x1 + 5x, + 3x3 < 2100
5x; + 2x, + 4x3 < 2100
6x, + 2x3 < 900
3x, +4x3 <900
x3 =75
ReSenje
Dualni problem pocetnog problema je oblika
min 2100y, + 2100y, + 900y; + 900y, + 75y5
pri ogranic¢enjima
2y, + 5y, =1
S5y + 2y, +6y; +3y, =1
3y, +4y, + 2y; +4y; + 1ys = 1
y;=0,i=1,..4
PokuSajmo da nademo dopustivu tacku (y;,¥,,¥3,v,) duala koja sa (xq,x,,x3) zadovoljava uslove
komplementarnnosti:
(2x1 + 5x5 + 3x3 — 2100)y; =0
(5x1 + 2x, + 4x3 — 2100)y, =0
(6x3 + 2x3 —900)y; =0
(3xy +4x3—900)y, =0
(x3 —75)ys =0
(2y1 +5y, —Dx; =0
(5y1+ 2y, + 6y3 + 3y, — D)x; =0
By1+4y; +2y3 +4y; + 1y, — Dx3 =0
Druga, tre¢a i osma jednakost su zadovoljene. ReSavamo preostali sistem.

Iz prve, Cetvrte i pete jednakosti sledi da je y; = 0,y; = 0,y; = 0. Na osnovu Seste jednaline dobija se da je
Yy = § odnosno na osnovu sedme y, = % :
Kako je (0% Oé, O) dopustivo reSenje problema D sledi da je (360,150,0) optimalno reSenje problema P.
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Simpleks metoda

Prvi je predlozio Dantzig 1947.god.

Ideja simplex metode za re8avanje problema linearnog programiranja je u pretrazivanju moguéih reSenja.
Polazi se od jednog takvog reSenja i formira se niz sve boljih bazisno mogucih reSenja.

Simplex metoda ima viSe verzija, prvo ¢emo Koristiti tabli¢ni zapis simplex metode.

ReSavamo problem:
min c”x
Ax =b

x>0
uz pretpostavku da je rangA = m, tj sistem Ax = b je saglasan i ne sadrzi suviSne jednacine.

Algoritam simplex metode

KorakO: Formirati simplex tablicu za zadati problem (LP tablicu).
Korak1: Postaviti broja¢ na nulu (k=0)
Proveriti da li je c}‘ > 0 za svako j, ako jeste preci na Korak6.
Korak2: Ako je za svako j c}‘ < 0 proveritidallije i aﬁ‘j <0.
Ako jeste preéi na Korak?.
Korak3: Naéi r = {1, ...,n} za koje je c¥ < 0. (r- pivotni, s-stoZerni element)

Najcesce se uzima c¥ = min{ck | a=1,..,n x=(xq, ..., xp)}

Naci s = {1, ...,m} takvo da je
k . (bkF
~ = min {a—%r
Korak4: Elementarnim transformacijama napraviti (k + 1)-vu simplex tablicu, odnosno podeliti s-tu vrstu

sa ak. (akt' = 1) a ostalim vrstama dodati s-tu vrstu pomnoZenu odgovarajuéim koeficijentima

tako da se dobije daje ak*! =0,i #s,cf*! = 0. Preéi na Korak5.

bs

kK >0} iprecina Korak4

ir =

Asr

Korak5: Zameniti k sa k+1 i preci na Korak1.

Korak6: Bazi¢no redenje koje odgovara k-toj tablici je optimalno.
Vrednost funkcije je z¥. STOP

Korak7: Funkcije cilja je neograni¢ena odozdo. STOP.

LP tablica je dimenzije (n + 1)x(m + 1)
z Cllczl...l...lcn

bl All al2 aln
b2 A21 az22 azn
bm aml am2 amn
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e rangA = m : postoji m linearno nezavisnih kolona matrice. Svaki skup m linearno nezavisnih kolona se
naziva bazom matrice A.

Matrica A se sastoji iz nkolona K,, A=[K, K, ... K, ].

Nekasu A = {K

v ij} kolone koje ¢ine bazu matrice, skup B = {jl,.,jm} predstavlja indekse kolona
koje Cine bazu.

e Promenljive se nazivaju bazi€nim promenljivim a ostale nebazi€nim u odnosu na bazu B.
Bazi¢no reSenje se dobija kada se nebazicne promenljive izjednaCe sa nulom i sistem Ax=b reSi po

bazi¢nim promenljivim.
o Polazni sistem moZemo da zapiSemo na sledeéi nacin:
Apxg +Ayxy =b

gde su sa x, oznacene bazicne promenljive, a sa x, nebaziCne promenljive.
Pomnozimo celu formulusa A, ™", dobi¢emo da je
x, + A A xy = A;'b
Ako izjednagimo nebazi¢ne promenljive sa nulom, polazni problem se svodi na problem
xX;*=A;"'b, x,*=0.
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PRIMER 24
min f(x), f(x) = —x; — 2x,
—x1+x <1
X1 +x, <3
X1,% =20
ReSenje:

Prvo uvodimo izjednacavajuc¢e promenljive i svodimo problem na kanonski oblik uvodenjem vestackih
promenljivih:
minf (x), f(x) = —x; — 2x,
—X1+x;+x3=1
X1 +x,+x4=3
x; >0,i=1234
Odgovarajuca LP tablica je

funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
=S| X2 X3 X4

0 -1 -2 0 0

1 -1 1 1 0

3 1 1 0 1

Iz uslova r, = —2 < 0 sledi da druga kolona moze da ude u bazu..
Buduci da je 1/1 < 3/1 sledi da bazu napusta 4.kolona.
Pivotiramo oko elemenata a,, = 1 €ime dobijamo novu simpleks tablicu:

funkcija cilja originalne promenljive veStaCke promenljive
Xq X, X3 Xy

2 -3 0 2 0

1 -1 1 1 0

2 2 0 -1 1

Kako je dalje r;, = —3 < 0, pivotiranjem oko a,; = 2 dobijamo:

funkcija cilja originalne promenljive veStaCke promenljive
X1 Xy X3 Xy

5 0 0 Y% 32

2 0 1 Y Ya

1 1 0 -1/2 Ya

Optimalno redenje je (1,2,0,0) a optimalna vrednost -5.
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PRIMER 25
max f(x), f(x) = 3x; + x, + 3x3
2%, +x, +x3 <2
X1+ 2%, +3x3 <5
2x1 +2x, +x3 56
X1,%X2,X3 =0
ReSenje:
Prvo uvodimo izjednacavajuce nenegativhe vestacke promenljive x,, x5, x4, @ zatim transformiSemo funkciju
cilja na problem minimizacije
min f(x), f(x) = —3x; — x, — 3x3

2xl+x2+X3+X4 =2
X1+ 2%y +3%x3 + x5 =5
2x1 + 2x5 + x3 +Xx5=06

X1,X2,X3,X4,X5,%g = 0
Formiramo LP tablicu:

fja cilja originalne promenljive vestaCke promenljive
X1 Xy X3 Xq X5 Xg
0 -3 -1 -3 0 0 0
2 2 1 1 1 0 0
5 1 2 3 0 1 0
6 2 2 1 0 0 1

Bazu Cine vestacke promenljive (za sada).
Primetimo da u funkciji cilja imamo negativnih vrednosti ({—3, -1, —3}), trazimo pivot u npr. prvoj koloni. Pivot

. N . (by b, b 256 : . o .

se trazi iz relacije mm{—l,—z,—3}:{—,—,—}:2. Pivot je ay;. Prvo ograni¢enje delimo sa a,;. Tako
aqq Aazq Aazq 1°1°2

korigovano prvo ograni¢enje mnozimo sa 3 i dodajemo funkciji cilja, oduzimamo od drugog ograni¢enja,

odnosno mnozimo sa (-2) i dodajemo treCem ogranicenju. Na ovaj nacin promenljiva x; ulazi u bazu.

fia cilja originalne promenljive veStaCke promenljive
X1 X X3 X4 Xs X
3 0 Ya -3/2 3/2 0 0
1 1 Vs Vs Y% 0 0
4 0 3/2 5/2 -1/2 1 0
4 0 1 0 -1 0 1

Sada se je samo c3 negativno. Biramo pivot u koloni koja odgovara promenljivoj x5 koja ulazi u bazu. Pivot je
5/2.

fja cilja originalne promenljive vesStatke promenljive
X1 Xy X3 X4 X5 Xe
27/5 0 14/10 0 6/5 3/5 0
1/5 1 1/5 0 3/5 0 0
8/5 0 3/5 1 -1/5 2/5 0
4 0 1 0 -1 0 1

Konacno, promenljive x; i x3 su u bazi, njihove vrednosti su x; = 1/5, x3 = 8/5, dok promenljiva x,
nije u bazi i njena vrednost je zbog toga x, = 0. VesStaCka promenljiva x4 je takode u bazi i ima
vrednost 4 i ona ne uti¢e na vrednost funkcije cilja koja iznosi -27/5.
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PRIMER 26

ReSenje:

Trazimo minimum funkcije w =-z = —x; + x,

Formiramo LP tablicu

maxz,Z = X1 — Xp + X3 — 3x4 + x5 — X¢ + 3x7

33+ 2x4 + X5+ x5 =6
xZ+2.X3_x4:10
X1 — % =0

X3+XxXg+x7;,=6
x=20,i=1,..,7

— x3 + 3x4 — x5 + x¢ — 3x, pri datim ogranicenjima.

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 -1 1 -1 3 -1 1 3
6 0 0 3 2 1 1 0
10 0 1 2 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 -1 0
6 0 0 1 0 0 1 1
Zelimo da elimini§emo negativne vrednosti u “nultom” redu tablice.
Primetimo da tablica ima bazne kolone (I, II, IV i VII). Prvu vrstu pomnozimo sa 1 i dodamo je nultoj vrsti

(dobijamo ¢? = 0). Isti postupak ponovimo sa trecom vrstom (dobi¢emo da je ¢ = 0). Drugu vrstu pomnozimo
sa -1 i dodamo nultoj vrsti (rezultat je ¢ = 0), dok &etvrtu vrstu mnozimo sa -3 (c? = 0). Kao rezultat dobijamo

novu tablicu:

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X, X3 X4 X5 X X7
-22 0 0 -3 6 0 -2 0
6 0 0 3 2 1 1 0
10 0 1 2 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 -1 0
6 0 0 1 0 0 1 1

Bazi¢no reSenje koje odgovara ovoj tablici je (0,10,0,0,6,0,6). Ovo redenje nije optimalno (imamo negativnih
vrednosti u nultoj vrsti). Primenjujemo korak4 iz algoritmazas = 1ir =

3 i dobijamo drugu simplex tablicu.

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X X3 X4 Xs Xg X
-16 0 0 0 8 1 -1 0
2 0 0 1 2/3 1/3 1/3 0
6 0 1 0 =712 -2/3 -2/3 0
0 1 0 0 0 0 -1 0
4 0 0 0 -2/3 -1/3 2/3 1

Bazi¢no redenje koje odgovara ovoj tablici je (0,6,2,0,0,0,4) . ReSenje nije optimalno, primenom koraka 4 za

s =4, r =

6 dobijamo tre¢u simplex tablicu
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funkcija cilja originalne promenljive
X, X, X3 X4 Xs X X7
-10 0 0 0 7 Y% 0 3/2
0 0 0 1 1 1/2 0 -1/2
10 0 1 0 -3 -1 0 1
6 1 0 0 -1 -1/2 0 3/2
6 0 0 0 -1 -1/2 1 3/2

Bazi¢no reSenje koje odgovara ovoj tablici je (6,10,0,0,6,0). Ovo reSenje je optimalno, optimalna vrednost
funkcije w je 10. Sledi da maksimalna vrednost funkcije z je -10.

PRIMER 27

Fabrika proizvodi 3 vrste paketa: A, B i C. Model A zahteva 8¢ obrade, 5¢ lakiranja i 6¢ su$enja. Model B
zahteva 6¢ obrade, 4¢ lakiranja i 2¢ suSenja. Model C zahteva 5¢ obrade, 2¢ lakiranja i 4¢ suSenja. Stolar ima
na raspolaganju ukupno 96¢ za obradu, 44¢ za lakiranje i 58¢ za suSenje. Zarada po jedinici modela A, Bi C je
380eur, 260eur i 220 eur.
Kojom ¢e se kombinacijom proizvodnje posti¢i maksimalna dobit?
Formirati matematicki model i reSiti problem.
ReSenje:
Matematicki model za dati problem je sledeceg oblika:
max 380x; + 260x, + 220x3
8x, + 6x, + 5x3 < 96
5x1 + 4x, + 2x3 < 44
6x1 + 2x5 + 4x3 < 58
x; =0,vi=123
Odgovarajuca LP tablica je:

funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
X1 Xy X3 Xg Xs Xg
-380 -260 -220 0 0 0
96 8 6 5 1 0 0
44 5 4 2 0 1 0
58 6 2 4 0 0 1

Biramo ¢ = —380 < 0, dalje dobijamo ;—S = min {%,%,%} =8.8 (s = 2).
Uzimamo da je pivot a,, i elementarnim transformacijama anuliramo sve vrednosti u prvoj koloni.

Nova tablica, k = 1

funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
X, Xy X3 X4 Xg X

3344 0 44 -68 0 76 0
25.6 0 -0.4 1.8 1 -0.2 0

8.8 1 0.8 0.4 0 0.2 0

5.2 0 -2.8 1.6 0 -1.2 1
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{25.6 8.8 5.2

H'ﬁ’ﬁ} = 3.25 (s = 3), pivot je a3

Imamo da je ¢} = —68 < 0, 2= = min

QArs
k=2
funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
X1 X2 X3 X4 Xs X6
3565 0 -75 0 0 25 42.5
19.75 0 2.75 0 1 1.15 -1.125
7.5 1 15 0 0 -0.06 -0.25
3.25 0 -1.75 1 0 -0.75 0.625
k=3
funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
X1 X2 X3 X4 Xs X6
3940 50 0 0 0 22 30
6 -1.8333 0 0 1 1.26 -0.6667
5 0.6667 1 0 0 -0.04 -0.1667
12 1.1667 0 1 0 -0.82 0.3333

Dakle, reSenje problema je (4, B, C) = (0,5,12), oekivana zarada iznosi 3940eur.

PRIMER 28

Resiti sledeéi problem simpleks metodom:
max 4x; + 6x,
pri ograni¢enju
—x;+x, <11
X1 +x, <27
2x1 + 5x, <90
X1,X2 =20
ReSenje
Uvodimo izravnajuce promenljive s;,s,,53 = 0
—x1+x,+5 =11
X1+ x5 + 5, =27
2x1 + 5x, +53 =90
| posmatramo problem minimizacije —4x, — 6x,

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b Xq X, Sq S, S3

0 -4 -6 0 0 0

11 -1 1 1 0 0

27 1 1 0 1 0

90 2 5 0 0 1

Vidimo da bazu problema c&ine vestacke promenljive. Uz promenljivu x, u funkciji cilja nalazi se najmanja
negativna vrednost. Trazimo pivot u koloni koja odgovara toj promenljivoj. Pivot se bira iz uslova

. 11 27 90 . . . .. . .. . . .
mm{T'T'?} = 11. Dakle, pivot je a4,. x, ulazi u bazu, promenljiva s; izlazi iz baze. Nakon pivotiranja

dobijamo tablicu
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Sada je u funkciji cilja uz promenljivu x; negativna vrednost. Ona ulazi u bazu. Pivot je min {16 =

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b X1 X, S1 S, S3
66 -10 0 6 0 0
11 -1 1 1 0 0
16 2 0 -1 1 0
35 7 0 -5 0 1

a,q, dakle s, izlazi iz baze. Nova tablica je

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b X1 X, S1 S, S3
116 0 0 -8/7 0 10/7
16 0 1 207 0 1/7
6 0 0 3/7 1 -2/7
5 1 0 -5/7 0 1/7

35
2’7

}={8,5}=5

Simpleks metod nije zavrSen. Uz s; se u funkciji cilja nalazi negativha vrednost. Analogno prethodnom

postupku, s; ulazi u bazu.

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b X1 X, S1 S, S3
132 0 0 0 8/3 2/3
12 0 1 0 -2/3 1/3
14 0 0 1 713 -2/3
15 1 0 0 5/3 -1/3

ReSenje problema je x; = 15,x, = 12,s; = 14,5, = 0,53 = 0.
Funkcija cilja ima vrednost 132.

PRIMER 29

Resiti slededi problem simpleks metodom:
max 2x; +3x,

4x; +5x, <16

p-o.

PRIMER 30

X1,X, 20

Hint: Uvesti izjednaCavajuce promenljive. Optimalno reSenje je (3/2,2) a vrednost funkcije iznosi 9.

Resiti sledeéi problem simpleks metodom:
max 3x; +2x,

p.o.

X, — X, <3

-X; +2x, <8

X <4

X, +2x, <12

X1, Xy 20

Optimalno reSenje je (4,4) a vrednost funkcije iznosi 20.
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PRIMER 31

ReSiti sledeéi problem simpleks metodom:
max 2x; — X, + 2x3
pri ograni¢enju
2x; +x, <10
X1 +2x, — 2x3 < 20
Xy +2x3 <5
X1,%X2,X3 =0

ResSenje je (x4, x5, X3,51,52,83) = (5,0,;, 0,20,0). Funkcija cilja ima vrednost 15.

PRIMER 32

Resiti sledeéi problem simpleks metodom:
max 3x; +2x, + x3
pri ograni¢enju
4x1 + x5, +x3 =30
2xq4 +3x, +x3 <60
x1 + 2x5 + 3x3 < 40
X1,%X2,X3 =0

Resenje je (xq, x5, x3,51,52,53) = (3,18,0,0,1). Funkcija cilja ima vrednost 30.

PRIMER 33

Resiti slededi problem simpleks metodom:
max 2x; + X, + X3
po. 2x;+ x5+ x3<20
6x; +3x, +2x3 <50
2x; + x5 +2x3 <12

Xi,X9,%X3 20

Optimalno resenje je (5,0,3) a vrednost funkcije iznosi 20.

PRIMER 34
Resiti primere 4 i 5 simplex metodom.
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Dualna simplex metoda

Dat je problem linearnog programiranja:

minc’ x
Ax=>b
x>0
Kome odgovara LP tablica
-Z cl | c2 cn
bl all al2 aln
b2 a2l a22 az2n
bm Aml am2 amn

Tablicu nazivamo dualnom simplex tablicom ako ona medu kolonama 1,...,n sadrzi m razli€itih bazi¢nih
kolona i vazi . Ukoliko je ispunjeno ¢, >20,...,c, 20 i b, >20,...,b, >0 onda je dualana simplex tablica

istovremeno i simplex tablica pa ja odgovarajuée dopustivo reSenje takode optimalno.

Algoritam dualne simplex metode

KorakQ: Staviti da je k=0. K-ta iteracija se dobija na sledeci nacin.
Korakl: Ispitatidalije b* >0, i=1,...,m. Ako jeste preéi na korak®.

Korak2: Za svako i za koje je bjk < O ispitati da li je a; 2 0 zasvej=1,...n
Ako takvo b;* postoji prec¢i na korak 7.

Korak3: Odrediti s € {1,...,m} zakojeje b/ <0.Naéi r €{1,...,n} takvo daje

Kk k
c C;
L =max{ | as.k<0}
a 3

asr sj

Korak4: Dobiti (k+1)-vu dualnu simplex tablicu slede¢im elem. transformacijama k-te dualne simplex tablice:
Podeliti s-tu vrstu sa asrk. Ostalim vrstama, ukljuCuj¢i i prvu, dodati s-tu vrstu pomnozenu

odgovarajucim koeficijentima tako da se dobije a,*"' =0 za i=si ¢ =0.

Korak5: Zameniti k sa k+1 i pre¢i na korak1.
Korak6: Dobijena dualna simplex tablica je ujedno i simplex tablica.

Bazi¢no resenje koje joj odgovara je optimalno, vrednost funkcije cilja je zok . STOP.
Korak7: Skup dopustivih reSenja posmatranog problema je prazan. STOP.
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PRIMER 35
min f(x), f(x) = 9x; + x, + x3
pri ogranicenjima
31 — %3 +2x3 =2 -1
4%+ 2x, —x3 25
x;=0,vi=123
ReSenje:
Uvodimo izjednagavajuée promenljive i svodimo problem na kanonski oblik.
Dobijamo problem:
min f(x), f(x) = 9%, + x, + x3
pri ograni¢enjima
—3x1Fx; —2x3+x,=1
—4xy — 2%y + X3 + x5 = =5
x; = 0,Vi=1,2,3,4,5

Novom problemu odgovara dualna simplex tablica

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X2 X3 X4 X5
0 9 1 1 0 0
1 -3 1 -2 1
-5 -4 -2 1 0 1

Primenimo algoritam za dualni simplex:

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X, X3 Xy X5
-5/2 7 0 3/2 0 1/2
-3/2 -5 0 -3/2 1 1/2
5/2 2 1 -1/2 0 -1/2

Dobijena tablica nije simplex tablica. Nastavljamo sa primenom algoritma:

funkcija cilja originalne promenljive
X1 X, X3 X4 X5
-4 2 0 0 1 0
1 10/3 0 1 -2/3 -1/3
3 11/3 1 0 -1/3 -2/3

Dobijena tablica jeste simplex tablica. Bazi¢no dopustivo reSenje koje joj odgovara je (0,3,1,0,0) a optimalna
vrednost funkcije z je 4.
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PRIMER 36

Restiti dualnom simplex metodom
minx; + x, + X3
pri ogranic¢enjima
X1 —x; —4x3 <1
—X1+x, +2x3 <3
X1 —3x; +x3 =50
X1,%X2,X3 =0

PRIMER 37

Dva tipa proizvoda, A i B, mogu se izradivati na dva tipa masina, P i Q. MaSina P moZe da proizvede 4 jedinice
proizvoda A i 3 jedinice proizvoda B na sat. MaSina Q moze da proizvede 1 jedinicu proizvoda A i 4 jedinice
proizvoda B na sat. Trodkovi eksploatacije masSine P su 17, a masine Q 14 novCanih jedinica na sat.
Preduzeéu je neophodno najmanje 7 jedinica proizvoda A i 15 jedinica proizvoda B. Koliko sati rada svake
masine je neophodno da bi zahtevi preduzecéa bili zadovoljeni i da bi troSkovi eksploatacije bili minimalni?

ReSenje:

Promenljive x; i X, predstavljaju brojeve sati rada masina P i Q respektivno.
Matematicki model problema:

min f(x), f(x) = 17x; + 14x,
pri ogranic¢enjima
4x; +x, =7
3x;, + 4x, > 15
X1,%X, =0

PRIMER 38

Proizvodno preduzece raspolaze sa 3 vrste sirovina: od prve ima 120, od druge 80 i od trece 240 jedinica.
Sirovine se koriste za izradu 5 vrsta proizvoda. Pri izradi jedinice prvog proizvoda potrode se jedna jedinica
prve, dve jedinice druge i Cetiri jedinice tree sirovine. Pri izradi jedinice drugog proizvoda potrode se pet
jedinica druge i jedna jedinica trece sirovine. Pri izradi jedinice treéeg proizvoda potroSe se Cetiri jedinice prve,
dve jedinice druge i pet jedinica treée sirovine. Pri izradi jedinice €etvrtog proizvoda potroSe se dve jedinice
prve i jedna jedinica druge sirovine. Pri izradi jedinice petog proizvoda potroSe se Cetiri jedinice prve i Cetiri
jedinice trecCe sirovine. Jedinicu prvog proizvoda preduzece prodaje po 20, drugog po 10, tre¢eg po 40,
Cetvrtog po 20 i petog po 15 novcanih jedinica. Kako preduzece treba planirati proizvodnju da bi od prodaje
imalo najveci prihod?
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Dvofazna modifikacija simplex metode

Dat je problem linearnog programiranja:
minc’x
Ax=Db (1)
x>0
Ako je poznata jedna dopustiva baza, problem se svodi na kanonski oblik i odgovara simpleks metodi koju smo
ranije radili. Cilj ovog postupka je da pomoc¢u simplex metode reSimo problem koji nema poznatu bazu.

Pretpostavimo da je b > O (ako nije pomnozimo sve jednacine sa -1). Uo¢avamo pomoc¢ni problem linearnog
programiranja:
mine’w
Ax+w=>b (2)
x20,w=>0
gdeje e=(1,...,1)e R™, we R™ (w je vektor vestackih promenljivih).

Skup dopustivih re$enja problema (2) je neprazan, i funkcija cilja je ograni¢ena nulom odozdo.

Algoritam modifikacije dvofazne simplex metode

| Faza

Za problem (1) formiramo problem (2) kome se pridruzuje LP tablica.
LP-tablica se svodi na simplex tablicu eleminacijom nula iz nulte vrste a zatim se prelazi na algoritam za
reSavanje simplex metode.

Kako je funkcija cilja ograni¢ena odozdo razlikujemo dva slu¢aja:

1. Optimalna vrednost je vec¢a od nule. Tada problem (1) nema dopustivih reSenja i postupak se zavrSava.

2. Optimalna vrednost je jednaka nuli (sledi da su u optimalnom bazi¢nom dopustivom reSenju sve vestacke
promenljive jednake nuli). Prelazi se na Il fazu.

Il Faza

Korak1:
Iz poslednje simplex tablice dobijene u | fazi uklanjaju se sve veStacke promenljive, a nulta vrsta se zamenjuje
vrstom [0|c1 ... cn 0 ...0] koja ima n+k+1 element, pri ¢emu je k broj bazi¢nih promenljivih. Dobijena LP tablica

se svodi na simplex tablicu eliminacijom onih ¢; # O koji odgovaraju bazi¢nim promenljivim.

Korak2:
Ukoliko je k=0 i¢i na korak3.
U suprotnom u simplex tablici postoje bazi¢ne kolone koje odgovaraju vestackim promenljivim. Uocimo jednu

od njih, koja npr. odgovara vestackoj promenljivoj w, . Neka ta kolona sadrzi jedinicu u vrsti v. Razlikujemo

dva slucaja:
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1. Svi elementi vrste v osim bazi¢ne su jednaki nuli. Tada se vrsta v i kolona koja odgovara

promenljivoj w, izostavljaju iz simpex tablice

2. Neka je osim bazi¢ne jedinice na primer r-ti element vrste v razli¢it od nule. Tada jei r # O jer
je w, na nivou nula, i tada r-ta kolona odgovara vestackoj promenljivoj jer su izostavljene sve
kolone koje odgovaraju nebazi¢nim promenljivim. Pomodéu stozerne transformacije, sa
stozernim elementom u preseku vrste v i kolone r, uciniti r-tu kolonu bazi¢nom. Zatim, izostaviti
kolonu koja odgovara promenljivoj w;, jer se radi o nebazi¢noj koloni koja odgovara vestackoj

promenljivoj. Zameniti k sa k+1 | preci na korak 2.

PRIMER 39

Resiti sledeéi problem koriS¢enjem Simpleks metode:
minz,z = 2xq + 1x, + 2x3 + x4 + 4x5
4x1 + 2x5 +13x3 + 3x4 + x5 = 17

X1+ %, +5x3+ x4 +x5=7

Dobijena simplex tablica sadrzi samo kolone koje odgovaraju promenljivim iz problema (1). Primeniti algoritam
za simplex kanonsku metodu.

- proverimo da li su sve vrednosti vektora b ne-negativne. Ukoliko za neko b; vazi b; < 0 &itavu

jednacinu mnozimo sa -1.

- Fazal
O

maxw,w = Xg + X7
4xq + 2xy + 13x3 + 3x4 + x5 + x6 = 17
X1+ Xy +5%3+ x4 +x5+x7,=7

dodajemo vestacke promenljive x4 > 0,x; = 0 kako bi u ograni€enjima imali jedini¢nu
podmatricu:

Bududéi da je potrebno da sistem bude u kanonskoj formi na pocetku, od funkcije cilja oduzimamo
drugu i treéu jednacinu. Postupci minimiziranja funckije w sli¢ni su kao kod odredivanja minimuma

funkcije z.
bazne pr. fia cilja originalne promenljive vestacke promenljive
—W X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
—-w 1 -5 -3 -18 -4 -2 -24
Xe 4 2 13 3 1 1 0 17
Xy 1 1 5 1 1 0 1 7
Iteracija 1 (faza l)

Odredimo pivot tablice (kolona x3, | ograni€enje) i podelimo drugu vrstu sa 13, a zatim
elementarnim transformacijama eliminiSemo sve vrednosti kolone x;. Ovakvim postupkom
dobijamo novu bazu koju &ine x5 i x;. Ovakvim postupkom vrednost funkcije se poveéava sa -24

na 6/13.
bazne pr. fia cilja originalne promenljive vestacke promenljive
—-w X1 Xo X3 X4 X5 Xg X7
—w 1 7/13 -3/13 0 2/13 -8/13 18/13 0 -6/13
X3 4/13 2/13 1 3/13 1/13 1/13 0 17/13
Xy -7/13 3/13 0 -2/13 8/13 -5/13 1 6/13
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Iteracija 2 (faza l)

Za pivot uzimamo vrednost 8/13. Elementarnim transformacijama eliminiSemo sve vrednosti
kolone xs. Opisanim postupkom dobijamo da je vrednost funkcije w jednaka nuli. Ovu vrednost
funkcije dobijamo za x3 = 5/4 i x5 = 3/4. EliminiSemo funkciju cilja w i unosimo vrednosti po€etne
funckije cilja. Prelazimo na fazu Il.

bazne pr. fia cilja originalne promenljive vestacke promenljive
—w X1 Xo X3 Xy X5 Xg X7
-w 1 1 1 0
X3 3/8 1/8 1 1/4 0 1/8 -1/8 5/4
X5 -7/8 3/8 0 -1/4 1 -5/8 13/8 3/4
bazne pr. fia cilja originalne promenljive ves$tacke promenljive
—Z X1 Xo X3 X4 X5 Xe X7
-z 1 2 1 2 1 4 0 0 0
X3 3/8 1/8 1 1/4 0 1/8 -1/8 5/4
X5 -7/8 3/8 0 -1/4 1 -5/8 13/8 3/4

Iteracija 2 (faza Il)
EliminiSemo vrednosti koje se nalaze u funkciji cilja uz bazne promenljive. Dakle, oduzimamo prvo
ograni¢enje pomnozeno sa 2 i drugo ograni¢enje pomnozZeno sa 4 od funkcije cilja.

bazne pr. fia cilja originalne promenljive vestacke promenljive
-w X1 Xy X3 Xg X5 Xe X7
-w 1 19/4 -3/4 3/2 9/4 -25/4 -11/2
X3 3/8 1/8 1 1/4 0 1/8 -1/8 5/4
X5 -7/8 3/8 0 -1/4 1 -5/8 13/8 3/4

Iteracija 3 (faza Il)
Novi pivot se bira tako da se nalazi u koloni u kojoj ¢; ima najvec¢u negativnhu vrednost, a u koloni

5 3
koja zadovoljva relaciju min {%,%}. Dakle pivot ima vrednost 3/8 (kolona x,, drugo ograni¢enje) .
8 8
bazne pr. fia cilja originalne promenljive vestacke promenljive
—-w X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7
-w 1 3 1 2 1 19/2 -4
X3 2/3 0 1 1/3 -1/3 1/3 -2/3 1
X5 -713 1 0 -2/3 8/3 -5/3 13/3 2

Dakle, funkcija cilja ima vrednost 4 koju dostize za x, =2 i x3 =1 dok su ostale promenljive
jednake nuli.

PROBLEM 40

Resiti sledeci problem Simpleks metodom
z = 10x; + 10x5 + 20x3 + 30x,
X1 +x3+x,=1
Xy +X3+%x4 =2
3%+ 2x, + 2x3+ x4, =7
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PRIMER 41
min f(x), f(x)=2x +3x, +x,

-x, -Xx, +x, = 3
2x, +2x, +4x, = 12

p.o.
X, +x, +2x; +x, = 3

x, = 0 i=123,4
Resenje:
Problem nije u kanonskom obliku, zato primenjujemo fazu I:
reSavamo pomocni (pridruzeni) problem, min w

minw(x), w(x)=x;+x+x,

X, X3 +X,+ X5 = 3
2x, +2x, +4x, +X, = 12
.0.
P X, +x, +2x,; +x, + +x, = 3
X; > 0 i=1,..7
Problemu min w odgovara LP tablica:
funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive

—w X1 X X3 X4 X5 X6 X7
0 0 0 0 0 1 1 1
3 0 -1 -1 1 1 0 0
12 2 0 2 4 0 1 0
3 1 1 2 1 0 0 1

Fazal:

Zelimo da eliminiemo jedinice koje se nalaze u funkciji cilja:

I, I vrstu pomnozimo sa -1 i dodamo funkciji cilja. Ovim postupkom dobijamo novu tablicu na koju
primenjujemo simpleks algoritam.

k=20 funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
-w X1 Xo X3 Xy X5 Xe Xy
0 0 0 0 0 1 1 1
3 0 -1 -1 1 1 0 0
12 2 0 4 0 1 0
k=1 3 1 1 1 0 0 1
s 3
r=4 -18 -3 0 -3 -6 0 0 0
3 0 -1 -1 1 1 0 0
12 2 0 2 0 1 0
3 1 1 0 0 1
0 3 6 9 0 0 0 6
0 -1 -2 -3 0 1 0 -1
0 -2 -4 -6 0 0 1 -4
3 1 1 2 1 0 0 1

U funkciji cilja viSe nemamo negativnih vrednosti, dakle (0,0,0,3,0,0,0) je optimalno reSenje. Optimalna
vrednost funkcije w je nula pa prelazimo na drugu fazu.
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Il Faza
Poslednja kolona iz tablice je nebazi¢na, odgovara vestackoj promenljivoj i zato je uklanjamo (korak1).

funkcija cilja originalne promenljive ves$tacke promenljive

—-w X1 Xy X3 X4 X5 Xe

0 2 0 3 1 0 0

0 -1 -2 -3 0 1 0

0 -2 -4 -6 0 0 1

3 1 1 2 1 0 0

U funkciji cilja uz baznu promenljivu x, se nalazi 1 koju hoéemo da eliminiSemo.

funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive

—-w X1 Xy X3 X4 X5 Xe

-3 1 -1 1 0 0 0

0 -1 -2 -3 0 1 0

0 -2 -4 -6 0 0 1

3 1 1 2 1 0 0

EliminiSemo zatim, promenljivu x5 koja je veStaCka i umesto nje prvu kolonu uc€inimo bazicnom (korak3,
sluc¢aj2). Dobijamo novu tablicu/

Promenljiva x; je vesStatka a svi preostali elementi druge vrste su jednaki nuli, izostavljamo zato Il vrstu i
kolonu koja odgovara toj promenljivoj (xs), dakle briSemo V kolonu (korak3, slu€aj1). Dobijena simplex tablica
je:

funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
—-w X1 X X3 X4 X5 Xg
-3 0 -3 -2 0 1 0
0 1 2 3 0 -1 0
0 0 0 0 0 -2 1
3 0 -1 -1 1 1 0
funkcija cilja originalne promenljive vestacke
promenljive
-w X1 X X3 X4 X
-3 0 -3 -2 0 0
0 1 2 3 0 0
0 0 0 0 0 1
3 0 -1 -1 1 0
-3 0 -3 -2 0
0 1 2 3 0
3 0 -1 -1 1

Kako su eleminisane sve vestatke promenljive mozemo preci na korak 4.
Dobijamo simplex tablicu:

funkcija cilja originalne promenljive
—-w X1 X X3 X4
-3 3/2 0 5/2 0
0 Y 1 3/2 0
3 % 0 1/2 1

Bazi¢no resenje koje odgovara ovoj tablici je (0,0,0,3) i ono je optimalno. Optimalna vrednost funkcije z je 3.

Napomena: U pretposlednjoj i poslednjoj simplex tablici odgovara isto bazicno reSenje pa samim tim i ista
funkcija cilja. Ovo je posledica degenerisanosti, tj. prisustvo nula u poslednjoj koloni.
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PRIMER 42

ReSiti dvofaznom modifikacijom simpleks metode sledeée probleme linearnog programiranja
a) b)

. m -Xx, +x;, -1 +7
min 2, - 3x, ax 5x, —x, +x; —10x, + 7x,
3x, —x, —x; =4

2x, —x, —x3 23 L
X, —x, 4 x, 22 X =X, +x;+x, =1

2x, +x, +2x, + x. =7
)CLZO 1 2 3 5

x. 2.0

c)
min —xq + 2x,
5x; —2x, <3
X1 +x,21
—3x; +x, <3
—3x1 —3x, <2
xX1,%; =0

PRIMER 43

Resiti simplex metodom, dualnom simplex metodom ili dvofaznom modifikacijom simplex metode sledece
probleme

a) max2x; — X, b)
0<x;+x,<6 max —x; + 2x; + x3
2<—x;+2x,<10 xp+x3> -1
X, —x; <0 Xy <4
—-2<x; X, —3>-4
1<x,<5 —Xp+ X3 —X3 <5

x; =0 dualni problem (0,4,8)
C) max-—x; +x,
—x1+x, <5
X1 — 2%, <9
0<x; <6
0<x,<8
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LP problem sa parametrom

PRIMER 44

Pretpostavimo da imamo neku kompaniju koja bavi prozivodnjom stolica i stolova. Neka je broj proizvedenih
stolica oznacen sa x;, odnosno broj proizvedenih stolova oznacen veli¢inom x, i neka je funkcija cilja, npr.
max 45 x; + 80 x, (svaka stolica donosi zaradu u iznosu od 45 eur dok svaki sto donosi zaradu od 80 eur).
Interesuje nas da li bi kupcima mogli da omoguéimo neki popust i u kom iznosu. Kako ¢e se zarada menjati,
ako bi se cene proizvoda uvecale/umanijile za neku vrednost A.
Razmatra¢emo nekoliko slu€ajeva:
1. max (45+ A)x; + (80 + Dx,
2. max (45+ A)x; + (80 — D)x, (na Casu)
3. max (45 + A)x; + (80 + 21)x, (na Casu)
Pri ograni¢enjima
5x; + 20x, < 400
10x; + 15x, < 450
x; =20

Originalni problem, tj. problem za A = 0 ima optimalno reSenje x; = 24,x, = 14 iiznosi z, = 2,200 eur.
Sada nas interesuje vrednost profit kompanije u zavisnosti od toga da li se A povecéava ili smanjuje.
Problem reSavamo Simpleks metodom.
Neka je 2 > 80. Formiramo LP tablicu:

funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
b Xy X, Sy S,
0 —45 -2 —80—2A 0 0
400 5 20 1 0
450 10 15 0 1

U koloni koja odgovara funkciji cilia nemamo negativnih vrednosti, stoga je trazeno reSenje x; = 0,x, = 0,z =
0. Uzmimo sada da je 1 < 80. Kolona koja odgovara promenljivoj x, ima negativno c, tj. kolona uz promenljivu

. . . .. (400 450 .
x, ulazi u bazu, s, izlazi iz baze (min {EE} = min{20,30}).
funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
b X1 Xy S1 Sy
1600 + 204 25 3A 0 4+ A 0
4 20
20 Ya 1 1/20 0
150 25/4 0 -15/20 1
. 100 . . . . . - . )20 150
Ako je 4 > -5 sledi da je ¢c; < 0, promenljiva x; ulazi u bazu, dok s, izlazi iz baze (min {TT} = 24)
4 4
funkcija cilja originalne promenljive vesStacke promenljive
b X1 Xy S1 Sy
2200 + 384 0 0 1 A 4 3 A
25 T
14 0 1 2/25 -1/25
24 1 0 -3/25 4/25

Ako je 1 < 25 dobija se daje x; = 14,x, = 24,z = 2200 + 384.

Nekaje 1 < — 1%0 Razlikujemo slu¢ajeve:

a) A< -80 — redenje problemaje x; =0,x, =0.
b) -80<A<—-45- x; =0,x, =20, z=1600+ 204
Q) —45<A<—=2 >x =0,x,=20

Odnosno z; = 3,150 za A = 25.
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PRIMER 45

ResSiti sledeéi problem
min x; + x, — Axz + 24x,
pri ograni¢enjima
X1+ Xx3+2x4 =2
2x1+x, +3x4, =5
x; =0,i =1,2,34.
Za sve vrednosti parametra A.

ReSenje:
funkcija cilja | originalne promenljive
b X1 | X X3 X4
0 1 1 A | 22
2 1 0 1 2
5 2 1 0 3

Neka je A = 0, promenljive x, i x5 ¢ine bazu. Funkciji cilja dodajemo prvo ograni¢enje pomnozeno sa A i oduzimamo
drugo ogranicenje

funkcija cilja originalne promenljive

b X1 X, | X3 X4
—5422 —-14+41| 0| 0 [42-3

2 1 0|1 2

5 2 1]0 3

(slucaj1) 0 < A < 2

.. . . (25 L
Promenljiva x4 ulazi u bazu, min {=,=t = 1, x5 izlazi iz baze.
2’3

funkcija cilja originalne promenljive
b X1 X X3 X4
—2-21 1 A0 |-22+ 3 0
2 2
1 1/2 0 Y2 1
2 1/2 1 -3/2 0

(sluaj1.1)0 <A< % dobija se reSenje x; = 0, x, = 2, x3 = 0ix, = 1, funkcija cilja ima vrednost —2 — 21

(slucaj 1.2) lca<l dobija se da x; ulazi u bazu, x, izlazi iz baze.
2 4

funkcija cilja | originalne promenljive
b X1 | Xp X3 X4

-3 0]0|-4+1] 0

2 10 1 2

1 0|1 -2 -1

Resenje polaznog problema x; = 2,x, = 1,x3 = 0,x, = 0, gde je vrednost fje cilja -3.

(slucaj 2) 3 <2< 1sledida x4 ulazi u bazu.
4

funkcija cilja | originalne promenljive
b X1 | x, X3 X4
=3 0|0 ]1—-2]22-1
2 1|0 1 2
1 0|1 -2 -1

ReSenje je x; = 2,x, = 1,x3 = 0, x4 = 0. Funkcija cilja ima vrednost —3.
(slu¢aj 3) A = 1, tada je resenje problema x; = 0,x, = 5,x3 = 2,x, = 0. Funkcija cilja uzima vrednost —5 + 21.
Neka je A < 0, tada promenljiva x4 ulazi u bazu, x5 izlazi iz baze:
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funkcija cilja | originalne promenljive
b X Xy | X3 | x4
—2—21 1-2(1|-21|0

1 §4 0 1/2 1

2 i 1]1-32]0

Resenje problema je sada x; = 0,x, = 2,x3 = 0, x, = 1. Funkcija cilja ima vrednost —2A.
Konaéno, mozemo da sumiramo sve rezultate:

1S/1§+OO _>x1:0,x2ZS,X3:2,X4:0,20:5_ZA

ES/"-Sl _>X1:2,XZ:1,X3:0,x4:0,20:3

1
—0SAS oo X =00 =203 =0,x,1,20 = 2421

20

et e e
>

PRIMER 46

Resiti sledeéi problem
max x; + Ax,
pri ogranicenjima
X1+ 3%, <3
2x1 —3x, <3
x; = 0,i=12.
Za sve vrednosti parametra A.
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PRIMER 47

ResSiti sledeéi problem
min Ax —y
pri ograni¢enjima
3x—y=5
2x+y <3
—0<f<A<0 <+
Resenje.
Primetimo da promenljive x i y nisu nenegativne. Uvodimo smenu x = x; — Xx,, X1,x, =01y =y, —y,,
Y1,V = 0. Takode uvodimo izravnajuce promenljive u; i u,. PoCetni problem postaje
min A(x; —x3) — (v —y2) + wv
3(x1 —x) — (1 —y2) —ugtv=>5
2(x1 —x2) + (Y1 —y2) +up =3
Promenljiva v dodata je obzirom da nismo imali jedini¢énu podbazu. Formiramo LP tablicu.

funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
b X1 X2 Y1 V2 U Uy v
0 A -1 -1 1 0 0 w
5 3 -3 -1 1 -1 0 1
3 2 -1 1 -1 0 1 0
funkcija cilja originalne promenljive vestacke promenljive
b X1 X2 V1 V2 U Uy v
—5w A=3w | A1+4+3w | —14+w 1—w w 0 0
5 3 -3 -1 1 -1 0 1
3 2 -2 1 -1 0 1 0

Neka je A — 3w < 0. Trazimo pivot u koloni koja odgovara promenljivoj x;

funkcija cilja originalne promenljive veStactke promenljive
b X1 | X2 V1 Y2 231 Uy v
> A ! 010 ! A > 1 ! A > 1| w ! A+ > 0
2 2% TgATgY T AT gl 2T 2v
1/2 0|0 -5/2 5/2 -1 -3/2 1
3/2 1]-1 Y -1/2 0 1/2 0
funkcija cilja | originalne promenljive vestaCke promenljive
b X1 X2 Y1 Y2 251 Uy v
1 8 2 1 1|3 2 2 A 5
—_ —= 0 0 0 0 |=4+=A|=4=|—=—=+=
5 5% 5754|575 572 2
1/5 0 0 -1 1 -2/5 -3/5 2/5
8/5 1 -1 0 0 -1/5 1/5 1/5
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Kako se vrednost w nalazi samo uz kolonu koja odgovara promenljivoj v koja je z to nebazna, eliminisacemo
tu kolonu. Za A = —2 dobijamo prvo reSenje: x; = E,xz =0, =0, y, = % u; = 0,u, = 0. Funkcija ima
vrednost z = §+ gﬂ. Trazimo reSenje za A < —2.

Za —3 < A < —2 nema dopustivog reSenja obzirom da su u koloni koja odgovara u, sve vrednosti negativne.
Za, A < —3 sledeci vektor koji ulazi u bazu je u, dok x, izlazi iz baze:

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b X1 X2 | V1 1Yo Uy Up
-5 —-34+1(3—-4]0]|0 1 0
5 3 -3 |-1]1 -1 0
8 5 -5 0]0 -1 1
Za A = —3 funkcija ima reSenje -5 koje dostize za x; = 0,x, =0,y; = 0,y, = 5,u; = 0,u, = 8.
ZaA< -3
funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
n b 5 X1 L) V1 Y2 s u11 uzl
_—— 0 0 0 -+ = -
5 5 A 5 + 5 A 5 A
1/5 0 -1 1 -2/5 -3/5
8/5 1 -1 0 0 -1/5 1/5
ReSenje problem je sada x; = E,xz =0,y; =0y, = %,ul = 0,u, = 0. Funkcija ima vrednost z = %+ gz

PRIMER 48

Resiti sledeci problem
max 45x; + 80x,
pri ogranicenjima
5x1 + 20x, <400 + 6
10x; + 15x, < 450 + 560
x;=>0,i=1,2
za sve vrednosti parametra 6.

ReSenje.

Na primer, vlasnika fabrike koja se bavi proizvodnjom stolica i stolova zanima kako se menja raspored
proizvodnje i kako se menja zarada ako se broj radnih sati poveca ili smaniji

Formiramo LP tablicu.

funkcija cilja | originalne promenljive | veStatke promenljive
b Xq X, Uq Uy
0 -45 -80 0 0
400+ 6 5 20 1 0
450 + 56 10 15 0 1

600
z2a—90<6 < ——.
17

400+6 450+59} __450+560

Neka je 8 = —90. Promenljiva x, ulazi u bazu u, izlazi iz baze, min { o ' 15 s
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funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b Xq X Uy Uy
80
2400 + E} 7] 25/3 0 0 16/3
—200 — % 0 -25/3 0 1 4/3
30 + %9 2/3 1 0 1/15

ReSenje je —2400 + 83—09 i dostize sezax; = 0,x, =30 + g,ul = —-200 - g@,uz = 0.

. 600 . e . .
Neka je sada 8 > -1 Promenljiva x, izlazi iz baze, ali u bazu ulazi u;:

funkcija cilja | originalne promenljive | veStatke promenljive

b Xq Xy Uq Uy
1600 + 46 -25 0 4 0
1
— 7 1 1/20 0
20 + 21079 4
150 + TQ 25/4 0 -3/4 1

350 . . . . ..
Za 0 < = sledi da x4 ulazi u bazu i da u, izlazi iz baze.
funkcija cilja | originalne promenljive

vestacke promenljive

b X1 X, Uq U,
2200 + 14 0 0 0 1 4
325
14 — EG 0 1 1/50 -1/25
17
24 + o 0 1 0 -3/25 4/25

Dobijamo da je reSenje problema 2200 + %9 i da se dostize zax; = 24 + ;—Ze,xz =14 — %H,ul =0,u, =0.

350 .. : . e
Odnosno, za 8 > > dobijamo da x; ulazi u bazu ali da u, izlazi iz nje.

funkcija cilja | originalne promenljive | veStacke promenljive
b Xq Xy Uq Uy
4100 + 96 0 100 9 0
1
100 + = 0 1 4 1/5 0
475 + 36 0 0 -2 1

Resenje problema je 4100 + 96 i dostize se za x; = 100 + %9, x, =0,uy =0,u, =475+ 36.
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PRIMER 49

ResSiti sledeéi problem
min xq + x, + 2x3 + x4
pri ograni¢enjima
X1 —2Xy—X4=2-—10
Xy —x3+x4,=—-1+86
x%20,i=1,2
za sve vrednosti parametra 6.

ReSenje.
Potrebno je proveritidalije2 -6 > 0,—1 4+ 6 > 0. Kako ovo vaziza 1 < 6 < 2 prvo ¢emo reSenje traziti na
tom segmentu. Formiramo LP tablicu

funkcija cilja originalne promenljive
b Xq Xy X3 X4
0 1 1 2 1
2—0 1 -2 0 -1
-1+86 0 1 -1 1
Treba korigovati funkciju cilja obzirom da nad baznim promenljivim imamo nenula vrednosti. Bazu €ine vektori
X1 1 %5.
funkcija cilja originalne promenljive
b Xq X, X3 X4
0—-1 0 0 5 1
2—6 1 0 -2 -1
-14+86 0 1 -1 1

Za 6 € [1,2] optimalno reSenje ima vrednost 8 — 1 koje se dostizezax; =2—-6,x, = -14+6,x3 = 0,x, = 0.

Neka je, sada 6 > 2 koristimo dualnu Simpleks metodu

funkcija cilja originalne promenljive
b X1 X, X3 X4
—1 0 0 5 1
2—6 1 0 -2 -1
-1+6 0 1 -1 1
funkcija cilja originalne promenljive
b X1 X X3 X4
1-6 1 0 3 0
-2+6 -1 0 2 1
1 1 1 -3 0
ReSenjejex; =0,x, =1, x3=0,x, =—2+60.z=1-0
| konacno, nekaje 68 < 1
funkcija cilja originalne promenljive
b X1 X, X3 X4
0 1 1 2 1
2—-6 1 -2 0 -1
-1+6 0 1 -1 1
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funkcija cilja originalne promenljive
b X1 X X3 X4
—2+26 1 3 0 3
—6+560 0 5 0 6
4 —36 1 -2 0 -3
1-6 0 -1 1 -1

Odgovarajuce redenjeje x; =4 —-36,x, =0,x3=1—-0,x, = 0.

zo(8)

ZADACI ZA VEZBU

ZADATAK 1
Resiti slededi problem minimizacije
min (3 —A)x; — (2 + A)x,
pri ograni¢enjima
2x1 + 5x, < 10
6x1 +x, <12
X1 —x =<1
x=20,i=12
ZADATAK 2
Resiti sledeci problem minimizacije
min 2Ax; + (1 — A)x, — 3x3 + Axy + 2x5 — 316
pri ograni¢enjima
X1+ 3%y — X3+ 2x5=7
—2%y +4x3 + x4 =12
—4x, + 3x3 + 8x5 + x¢ = 10

X =0,i=12..6

. vrs . 1 1 1 1
Resenje traZitina segmentima —c0o < A< —— —— <A< ——, ——<1<2,2< 1< 0.
100 10 27 27
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ZADATAK 3
Resiti slededi problem minimizacije
min 2x, + 8x;
pri ograni¢enjima
X1 +3x4—x5=3-0
Xy —4x4 +2x5 =1+ 20
X3—X4+3x5=-1+0
x; = 0Vi
Optimalno resenje trazZiti na segmentima 0 <6 <1,1<60<3,3<60 <4.
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