SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

ReSavamo sistem jednacina oblika Ax=b gde su:
A — matrica dimenzije nxn
b,x — vektori dimenzije n

a;, 4, a, X b,

a a a X b

A: 2,1 2,1 2,n ,X — 2 ,b — 2
_an,l an,z a'n,n i Xn bn

Sistem mozemo resiti koriste¢i metode za reSavanje sistema linearnih jednacina.
Na vezbama ¢emo uciti sledeCe metode:

Gausova metoda sa izborom glavnog elementa

LU dekompozicija

Coleski dekompozicija

Metoda proste iteracije

Zajdelova metoda



GAUSOVA METODA SA 1ZBOROM GLAVNOG ELEMENTA

Gausova metoda za reSavanje sistema linearnih jednacina moze se koristiti na dva nacina:
- bez izbora glavnog elementa
- sa izborom glavnog elementa

Glavni element nazivamo PIVOT. Za pivot se uzima element koji je najveci po apsolutnoj vrednosti u matrici A.
Ovom metodom se polazni sistem Ax=b svodi na njemu ekvivalentan sistem sa gornje trougaonom matricom,
Odnosno na sistem Ux=c gde su:

ul,l u1,2 u1,n C1
U= 0 Ups Uy c= C,
0 O U, , Ch |

Uglavnom se koristi metoda sa izborom glavnog elementa. Usled loSe uslovljenosti matrice Gausova metoda bez
izbora glavnog elementa moze da da netaCne rezultate.

Transformacije se sastoje u dodavanju izabrane jednacine tekuceg sistema pomnozene odgovaraju¢im koeficijentima
ostalim jednacinama radi anulranja koeficijenata uz jednu promenljivu. Ovim transformacijama se dobijeni sistem
direktno reSava:




Zadatak brl. Resiti sistem Gausovom metodom sa izborom glavnog elementa i reSiti Gauosvom metodom bez
Izbora glavnog elementa.

Prvo ¢emo zadatak resiti Gausovom metodom sa izborom glavnog elementa.

6X, +2X, +2X; =2
2%, +0.6667x, +0.3333%, =1

X, +2X, —X; =0

Za pivot uzimamo prvi element u prvoj koloni, obzirom da je on najveci po apsolutnoj vrednosti..

ReSenje zadatka je:

(1) a(l,1) a(,2) a(l,3) b(i)
* 6.0000 2.0000 2.0000 -2.0000
0.3333 2.0000 0.6667 0.3333 1.0000
0.1667 1.0000 2.0000 -1.0000 0.0000
0.0001 0.0001 -0.3334 1.6667
. 1.6667 -1.3333 0.3333
* -0.3333 1.6666
1.0000 -5.0006
1.0000 -3.8005
1.0000 2.6004
-3.8005 =
2.6004 =
X, = 2.6004
X, =—3.8005

X, = —5.0006

* OznacCava glavnu jednacinu

A, = _|2a1,2 +a,,

a, = _|3a1,2 +a;,
A,y = _Iza1,3 +a,;
A5 = _|3a1,3 +3a;3
A3 = _I1a1,3 +3a;,

0.3333— (~1.3333) * (~5.0006)

1.6667

—2—2*(~5.0006) — 2* (~3.8005)
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Sada reSavamo zadatak Gausovom metodom bez izbora glavnog elementa. Markiratemo uvek prvi element
u prvoj koloni..

I(1) a(l,ty | a(2) | a@3) b(i)
6.0000 | 2.0000 2.0000 -2.0000
0.3333 | 2.0000 | 0.6667 0.3333 1.0000
0.1667 | 1.0000 | 2.0000 -1.0000 0.0000
* 1.0000 | 0.3333 0.3333 0.3333
0.0000 | 0.0001 -0.3333 1.6667
16667.0000 | 0.0000 | 1.6667 -1.3333 0.3333
* 1.0000 | -3333.0000 | 16667.0000
5555.0000 | -2779.0000
* 1.0000 -0.5002
Dobili smo daje: ™~ —0.1111
X, = —0.1667
X, = ~0.5002

Medutim, nismo dobili tacan rezultat usled loSe uslovljenosti matrice (oduzimamo bliske vrednosti kod a(2,2)..)

Od sada ¢emo uvek traziti pivot.



Zadatak br2. Resiti sistem Gausovom metodom sa izborom glavnog elementa

0.50x, +1.1x, +3.1x, = 6.0
2.0X, +4.5x, +0.36X, = 0.020
5.0%, +0.96X, +6.5x, = 0.96

Za pivot uzimamo poslednji element u poslednjoj koloni, obzirom da je on najvedi..

* Oznacava glavnu jednacinu

10 a(l,1) a(l,2) a(l,3) b(i)
h::fﬁi IZ::E&E 0.4769 0.5000 1.1000 3.1000 6.0000
%a %a 0.0554 2.0000 4.5000 0.3600 0.0200
» 5.0000 0.9600 6.5000 0.9600
|1::§1& 0.1444 |  -1.8846 0.6422 5.5422
22 * 1.7231 4.4468 -0.0332
* -2.1334 5.5469
1.0000 -2.6000
1.0000 1.0000
1.0000 2.0000
Resenje zadatkaje: X, =—2.6004

X, =1

X3

a, = _Ilas,l +a,;
Q,= _|1a3,2 +a,,
A, = _|2a3,2 +a,,

A, = _Izaz,s +a,,

Q33 = _|1a1,3 +a5,

a, = _Ilaz,l +a,



Zadatak br3. Resiti sistem Gausovom metodom sa izborom glavnog elementa

1.1161x, +0.1254x, +0.1397x, +0.1490x, =1.5471
0.1582x, +1.1675X, +0.1768x, +0.1871x, =1.6471
0.1968x, +0.2071X, +1.2168x, +0.2271x, =1.7471
0.2368X, +0.2471X, +0.2568x, +1.2671x, =1.8471

Biramo element a(4,4) za pivot i reSavamo zadatak

I(1) a(l,1) a(l,2) a(1,3) a(l,4) b(i)
0.1176 | 1.1161 | 0.1254 | 0.1397 | 0.1490 1.5471
0.1477 | 0.1582 | 1.1675 | 0.1768 | 0.1871 1.6471
0.1792 | 0.1968 | 0.2071 | 1.2168 | 0.2271 1.7471

* 0.2368 | 02471 | 0.2568 | 1.2671 1.8471
0.0935 | 1.0883 | 0.0963 | 0.1095 1.3299
0.1186 | 0.1232 | 1.1310 | 0.1389 1.3744

* 0.1544 | 0.1628 | 1.1708 1.4160
0.0730 | 1.0738 | 0.0811 1.1975

* 0.1049 | 1.1117 1.2064

y 1.0662 1.1094

1 1.0406
1 0.9870
1 0.9351

0.8813




| sada raGunamo vrednosti x

_1.1094 —1.0406
1.0662
1
X, = 1.2064 —0.1049x,) = 0.9870
2 1.1117( %)
X, = L(1.416o —0.1544x, —0.1628x,) = 0.9351
1.1708
X, = L(1.8471—o.2368x1 —0.2471x, —0.2568x,) = 0.8813
1.2671

Mozemo da izraCunamo determinantu matrice kao proizvod pivotnih elemenata, samo je potrebno da odredimo
predznak, zato Sto smo menjali kolone i vrste.

det A=1.0662*0.1117*0.1708*1.2671=1.75831

NAPOMENA: Kada se reSavaju matrice, OBAVEZNO proveriti da li je matrica uslovljena, to jest:
cond (A) | All*[| A™ |
Ukoliko je cond(A)>10 sistem je loSe uslovljen.
LosSa uslovljenost nastaje ako male promene bi-ova dovode do velikih promena reSenja.

Cond(A) se moze priblizno naci ako podelimo najveéu i najmanju sopstvenu vrednost matrice.

Na pismenom nece biti loSe uslovljenih sistemal!



LU DEKOMPOZICIJA

Modifikacija Gausove metode (Krautov algoritam)
Opet posmatramo sistem Ax=b, A-matrica, x,b-kolone.

Svaka matrica se moze zapisati kao A=L*U gde je

L — donje trougaona matrica

U — gornje trougaona matrica (na dijagonali ima sve jedinice)

L i U se mogu dobiti Gausovom metodom ali to zahteva vreme, zato koristimo Krutov algoritam.

Formule za direktno nalazenje koeficijenata matrice:

j-1
l; = aij —Zlikukj,l >j>1
k=1

_ %

u, =
I

1j
11

1 L .
u; :r(aij_kz_;likukj),l< i< j

Kako je Ax=b i A =LU dobijamo da je LUx=B.

Uvodimo smenu Ux=Y pa reSavamo sistem Ly=b.

Zadatak se svodi na reSavanje 2 sistema sa trougaonim matricama, a reSavanje polaznog sistema se svodi
na reSavanje Ux=y(gde se vektor kolona y ponasa kao vektor kolona b)



Zadatak br4. ResSiti sistem

3X + X, —1X, +2X, =6
—5X, + X, +3X; —4x, =-12
2X +1x, — X, =1

X, —9X, +3X; —3X, =3

Redavamo sistem na sledeci nacin: prva kolona se samo prepiSe a onda raCunamo prvu vrstu tako sto sve elemente podelimo
sa A(1,1) . Ostale vrednosti u matrici dobijamo koristeci formulu.

a3
10D =a@y), 0.2-242 BTy
1(2,2) = a(2,1), a1 1
13,1 =a(3.1), 1(2,2) =a(2,2) - 1(2,1)*u(L, 2) u(2,3)= 12.2) (a(2,3)-1(2,)u(1,3))
1(4,1) = a(4,1), 1(3,2)=a(3,2) 13D *u(L.2) 1(3,3)=a(3,3)-1(3Du(,3)-1(3,2u(2,3)
1(4,2) =a(4,2)-1(4,)*u(l 2) 1(4,3) = a(4,3) - 1(4,)u(L,3) - 1(4,2)u(2,3)
A1) A(1,2) A(l,3) A(l,4) b(i) a(1,4)
3 1 1 2 6| ULA= a(Ll)
-5 1 3 -4 -12 1
: - ; . — u@4- 2 (a(2,4) - 1(2,1)u(l, 4))
1 5 3 3 3 __1 _ _
u(3,4) = a3 (a(3,4) - 1(3,)u(L, 4) - 1(3,2)u(2,4))
311 0.33333 -0.33333 0.66667 2.00000
-5 2.66667 0.50000 -0.25000 -0.75000
2 -0.66667 2.00000 -1.25000 -1.75000
1 -5.33333 6.00000 -2.50000 | 1 3.00000




Dobili smo trodijagonalni sistem, sada reSavamo Ly=b, odnosno Ux=y.

Dobi¢emo da je:
3y, =6
-5y, +2.6667y, =-12
2y, —0.66667y, +2y, =1
y, —5.3333y, + 6y, - 2.5y, =3

Odnosno:

ReSavamo drugi sistem: Ux=y

X, +0.3333x, —0.3333x%, + 0.6667x, = 2
X, +0.5%x, —0.25%x, = -0.75

X; —1.25x, =-1.75

X, =3.00

Y= 2
_ 1
2.6667

Y, = %(1— 2y, +0.6667y,) =-1.75

(-12+5y,) =-0.75

Y>

1
Y, = 2_5(3_ y, +5.3333y, —6Y,) =3.00

Odnosno:

X, =3.00
X, = —1.75+1.25x, = 2.00

X, =—0.75+0.25x, — 0.5, = —1.00

X, =2—0.6667X, +0.3333x, —0.3333x, =1.00
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IZRACUNAVANJE DETERMINANTE

Gausova metoda moze da se koristi za izraCunavanje determinante.
Kao primer uzimamo Gausovu metodu sa izborom glavnog elementa.

Primer: Izradunati determinantu D

a; A C
a,, a a
D — 2,1 2,2 2,n ’al’l ” 0
a‘n,l an,2 a‘n,n
Ako izvucemo element & 1 iz prve vrste dobijamo 1 b, b,
1 9, a,, ;..
D=a1,1 ’b1]=_’1>2
G

an 1 an,2 an,n

Sada pomnozimo prvu vrstu redom sa @183 8,1 i oduzmemo od ostalih, dobi¢éemo novu matricu:

1 b, by, Ovu matricu mozemo da razvijemo po prvoj koloni, dobicemo
0 a? a? determinantu reda n-1:
D= a, 2,2 2,n
Tl . ) .
a?,, a?,, Akoje a“,,#0 ponavljamo postupak
) )
0 a n,2 a n,n
D= a,
) )
a n,2 a n,n

Konacno, determinanta matrice jednaka je proizvodu vodecih elemenata:

_ 1) *4(2) * *x,(n-1)
D_al,l a 2,2 a 33 a n,n 11



ISTOVREMENO RESAVANJE VISE SISTEMA
ALGEBARSKIH JEDNACINA

Primer: ReSavamo istovremeno dva sistema jednacCina zadata na sledeci nacin: Ax=b
Ax=D,
a, a, a, X b®, b,
a‘2,1 a2,1 a‘2,n X2 b(l)z b(2)2
A = , X = , b1 = , b2 =
an,l an,z an,n Xn b(l)n b(2)n

Zadatak se svodi na paralelno reSavanje dva sistema..
ReSavacemo ih tablicno radi bolje preglednosti.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
==
1
1
1
]
i |
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
e R

=
w
—
N—
=
&8
N
=
=
w
w
N
—

Ovaj problem se najceSc¢e koristi kod trazenja inverzne matrice.
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Zadatak br5. Nadi inverznu matricu

2421 242 3.85
A=| 231 3149 152
349 485 28.72

Problem nalazenja inverzne matrice moze se svesti na reSavanje n sistema linearnih i algebarskih jednacina sa
istom matricom sistema, matricom A.

Dakle, reSavamo sistem od 3 jednacine sa 3 nepoznate.Sistem reSavamo Krautovom metodom (LU dekompozicija).

A*AL=E

1 0O
[, % X%]=[0 1 0 Aq =g Ux =y
0 0 1 AX, =&, Ux, =, A=LU
Ax, =e Ux, =
[ A J[x X% Xx]=[e & &] 373 3= Ys
24.21 242 3.85 i 1 0 0
2.31 31.49 152 ] 0 1 0
3.49 485 28.72 i 0 0 1
----------- [ e o e e
2421 i 1 0.09996 0.15903 | 004131 0 0
1
2.31 31.25909 | 1 0.03687 I .0.00305 0.03199 0
i
3.49 450114 27.99903 i 1! 000466 | -0.05514 |  0.03572

Inverznu matricu dobijamo na sledecéi nacin: Transformisana matrica E predstavlja kolone vektora Yi:Y2:Ys

Prvo nademo te vektore, pa onda vektore x.



| vektor
24.21y, =1

2.31y, +31.25909y, =0
3.49y, +4.50114y, +27.99903y, =0

Il vektor
24.21y, =0
2.31y, +31.25909y, =1
3.49y, +4.50114y, +27.99903y, =0

[l vektor
24.21y, =0
2.31y, +31.25909y, =0
3.49y, +4.50114y, +27.99903y, =1

Konacno, traZzena inverzna matrica je:

0.04233

—0.00466

—0.00240
At =|-0.00288 0.03218

y, = 0.04131
1

" 31.25909
1

" 27.99903

Y, (0-2.31y,) =-0.0031

Vs (0—3.49y, —4.50114y,) =—0.0047

Y1:0
1

" 31.25909
1

Ys = 5799903

Y, (1-2.31y,) =0.0320

(0-3.49y, —4.50114y,) = —0.0051

y1=0
1

" 31.25909
1

" 27.99903

Y, (0-2.31y,) =0

Ys (1-3.49y, —4.50114y,) = 0.0357

X, = —0.00466
X, = 0.00305 — 0.03687x, = —0.00288
X, =0.04131-0.15903x, — 0.1x, = 0.04233

X, = —0.00514
X, =0.03199 - 0.03687x, = 0.03218
X, =0—0.15903x, —0.1x, = —0.00240

X, =0.03572
X, = 0—0.03687x, = —0.00132
X, = 0—0.15903x, —0.1x, = —0.00555

Primeticemo da su vektori transformisane matrice E

nas vektor y (potrebno je samo da se resi sistem Ux=y)

—0.00555
—0.00132

—0.00514 0.03572
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