GAUSOVE KVADRATURNE FORMULE

; L Kod Njutn Kotesovih formula smo imali poznate ¢vorove
j f(x)dx = 21: AT(x) i traZili smo da formula bude tacna za polinome n-og stepena.
-1 i=

Kod Gausovih formula imamo nepoznate Aﬁ X

Trazicemo da formula Ce biti taCna za polinome 2n-1 stepena.

Sistem je nelinearan po t pa se zato reSava preko ortogonalnih polinoma. X. su nule polinoma.
1

Uvodimo skalarni proizvod: (f,g)= j f(x)g(x)dx, f,geC[-11]

(P p) = PP ()dx=0,i = |

Interesuju nas polinomi koji zadovoljavaju uslov: .

Dokazano je da postoje i oni se nazivaju LEZANDROVI POLINOMI

- . . . . d” .2
Koristimo formulu (koja se naziva Rodrigova formula): pn(x) — i [(x2-1)"]
Vazi: n:at

=1
Po (%) p,(t) na(-1,1)ima n razli¢itih realnih nula
p.(X) =X
0, (%) _3(3)(2 1) Resavanjem odgovarajuceg polinoma, dobijamo X
’ 2 nule polinoma (&vorove interpolacije).

P, (t) :%(St3 —3t) LeZandrovi polinomi su medusobno ortogonalni ! 1



Zadatak brl. Izvesti Gausovu kvadraturnu formulu za n=3 za reSavanje integrala:
1

[ F09dx=3 AT (x)

-1 I=

Za reSavanje ovog zadatka potrebna su nam 3 ¢vora, dakle uzecemo Lezadnrov
polinom treCeg stepena (za n=3) i nac¢i nule tog polinoma. 1 d"
Dobijamo da je: p () = [(x* -1)"]
" 2"n!dt"

Py (X) =3 (65 ~3%)

%(5x3 _3X)=0= %t(sz 3)=0

3 3
X2:O’X1:— E’XSZ g

Dakle, Gausova kvadraturna formula je oblika:

1

[ FO0dx~ AT () +A (L) +AT(L)

jf(x)dxzM(—J%HAJ(OHAJ(J%)




Ostalo je da odredimo nepoznate koeficijente

Koeficijente Ai biramo tako da formula bude taCna za polinome Sto je moguce veceg stepena.
Broj nepoznatih koeficijenata odreduje stepen funkcije za koju ¢e formula biti tacna.
U zadatku imamo 3 ¢vora, dakle formula mora da bude ta¢na za polinome stepena 0,1 i 2.

Uzecemo da je funkcija  f (x) =1, f(x) =X, f(x) = X
| za tako izabrano f(x) odrediti nepoznate koeficijente.

f(x):l:jldx=x|1_1=2:A1+A2+A3

f(x)=x: jmk———h 0= J_A JFAS

f(x) = x? jxm_—ql—z—a ZA

Resimo sistem, dobi¢emo da je

5 8 5
A1:§’A2:§’A3.:§

Konacno, trazena formula je oblika:

1 5., [3,.8 IPE
jlf(x)dngf(—\gHgf(0)+§f(\g,)



V14 2xdx

Zadatak br2. lzvesti Gausovu kvadraturnu formulu za n=3. | =

O'—.I—‘

Prvo Sto je potrebno da primetimo jesu granice integrala. Uvodimo smenu kako bi granice pomerili
na [-1,1]. Afinom trasnformacijom dobijamo da je:
_b+a b-a 1

1
+ t=>X=—+—-t
2 2 2 2

jf(x)d bzajf(b2a+b at)dt~—ZAf()

-1

Koristicemo ¢vorove koje smo dobili u
prvom zadatku.

t, =0= x, = 0.5000

t = —\E — x, =0.11270
3
t, = \fg — x, =0.88730

Konacno, Gausova kvadraturna formula bi¢e oblika (koristimo rezultate prethodnog zadatka):

| = [+ 2xox :%(m (0.1127)+8 (0.5000) + 5 f (0.8873)) ~1.39873
0



Zadatak br3. lzvesti Gausovu kvadraturnu formulu oblika:

Te-Xf<x>dx~ AT(X)+A T (x,)

Problem: Pod mtegralom imamo proizvod dve funkcue

Uvodimo novi skalarni proizvod: (f(x), g(x)) = '[e f (x)g(X)dx e " tezinska funkcija

(P Py) = je p, () p; ()X =0, # |

Trazimo nule polinoma 20g stepena zato §to imamo 2 &vora  P,(X)=0= X, X,

Za odredivanje polinoma koristimo postupak Gram Smitove ortogonalizacije:

p, (0= - 38y

po(x)—xoz J_
(X', p;) 1 (L) =|e**1*1dx =1

p.(x) =X Z(p p.)p'(x) X 0
—y2_ M_ — x2 (X", o) (<, py) X,1)=le *x*1ldx =1

0, (X) = X g(pi’pi)mx) X [(Opo)po() o 1)p1( )j (x,2) !

(x*,1) = je‘xxz *1dx =2
0



o= (1) = [e7x *1dx = kI, , = k!
0

(x*,x=1) = TG_XXZ(X —1)dx = Te_XX3dX —Te_xxzdx (x-L,x-1)= ]Oe‘x (x-1)%dx = Te‘xxzdx - ZT e *xadx +Te‘xdx
0 0 0 0 0 0 0

(X%, x—1)=31,-21,=3%2-2*1=4 (x-1,x-1)=21,-2I,+1=1

e [ (. x=D)
P (X) = {(1,1) 1+(x—1,x—1) X 1)]

p,(X) =Xx* —4x+2

Trazimo nule polinoma kako bi dobili ¢vorove. X = 2+2

x2:2—\/§

Za tako izabrane ¢vorove odredimo nepoznate koeficijente tako da formula bude taéna za polinome
Sto veceg stepena.

f(x):l:je—xmx:l: Af(x)+A T(x,)

(; ResSimo sistem, dobi¢emo da je
f(x)=x:>fe‘xxdx:1:Alf(x1)+A2f(x2) 242 2 2

0 -

A= A=




Greska Gausove kvadraturne formule:

max, ;| £¢7 ()| [ p() p? (x)dx

|R[< 1
(2n)!

p(x) je tezinska funkcija

Sto se ti6e tacnosti Gausove kvadraturne formule, znatno je veéa od taénosti

Trapezne i Simpsonove kv. formule. Na primer kada bi imali da odredimo kvadraturnu formulu
za reSavanje integrala: 1

j e dx
-1

Ako posmatramo na 3 ¢vora, dobi¢emo da je greska:
Kod Trapezne formule 0.193

Kod Simpsonove formule 0.0117

Kod Gausove formule 0.0007.

Ali Gausova kvadraturna formula nije povoljna za veliki broj ¢vorova.
Kada imamo veliki broj ¢vorova koristimo Simpsonovu kvadraturnu formulu.
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