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1. a) Lebeg-Stiltjesova mera. b) Da li je uslov neprekidnosti s leva funkcije
u definiciji L-S mere neophodan? v) Opisati Lebeg-Stiltjesovu meru za funkciju
f(x) = 0, x ≤ 0 i f(x) = 1, x > 0.

2. Ispitati mer	ivost funkcije koja je zadata kao zbir:
a) dve mer	ive funkcije, b) jedne mer	ive i jedne nemer	ive funkcije, v) dve ne-
mer	ive funkcije.

3. Izraqunati a) limn→∞
∫ 1
0 n
√
xe−n

2x2
dx, b) limn→∞

∫ 1
0 n

2xe−n
2x2
dx.

v) Mo�e li se primeniti TDK?

4. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.
a) Definicija Lp(X,µ) prostora. b) Dokazati da je skup prostih integrabilnih
funkcija svuda gust u Lp(X,µ).

5. Neka f ∈ L2(X,µ) ∩ L4(X,µ). Da li f ∈ L3(X,µ) i f ∈ L1(X,µ)?

6. Da li postoje dve funkcije koje su jednake skoro svuda, a razlikuju se na nepre-
brojivom skupu?

1. b) Jeste. Lebeg-Stiltjesova mera je definisana sa λf ([x, y)) = f(y) − f(x)...
Treba pokazati limx→b− f(x) = f(b). Dokaz u sluqaju f(b) < ∞ : Koristimo Hajneov
princip. Neka je xn, n ∈ N, proizvo	an rastu�i niz takav da limn→∞ xn = x i takav
da je f(x1) <∞. Treba pokazati limn→∞ f(xn) = f(b). Koristi�emo neprekidnost mere
λf odozdo. Definixemo skupove En = [x1, xn), n ≥ 1. Poxto je En ⊂ En+1, za svako
n, sledi λf (∪∞n=1En) = limn→∞ λf (En). Da	e, ∪∞n=1En = [x1, b) sledi f(b) − f(x1) =
limn→∞ f(xn) − f(x1). v) Dirakova mera, tj λf (E) = 1, ako 0 ∈ E i λf (E) = 0, ako
0 /∈ E.

2. a) Da. b) Ne. Neka je f nemer	iva i g mer	iva. Pps f + g je mer	iva. Poxto je
razlika dve mer	ive funkcije mer	iva, sledi (f + g) − g = f je mer	iva. v) Mo�e
i ne mora. Na primer, ako je f bilo koja nemer	iva funkcija onda je i −f tako�e
nemer	iva, a �ihov zbir f+(−f) = 0 je konstantna funkcija, dakle mer	iva. S druge
strane, ako je f nemer	iva, onda je i 2f nemer	iva, pa je i �ihov zbir f + 2f = 3f
tako�e nemer	iva. (2f je nemer	iva: pps. 2f je mer	iva. Koliqnik dve mer	ive

funkcije je mer	iva. Konstantna funkcija je mer	iva, sledi 2f
2 = f je mer	iva).
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, t ∈ [0,∞]. Poxto

je h ≥ 0, h(0) = 0 i limt→∞ h(t) = 0 sledi da je h ograniqena funkcija. (Maksimum se
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Poxto je
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integrabilna dominanta pa mo�e

TDK:
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b) Direktnim raqunom inegrala (npr smena t = n2x2) dobijamo rezultat 1
2 . Da smo

zamenili mesta limesu i integralu rezultat bi bio 0. Dakle ne mo�e TDK.
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5. f ∈ L3(X,µ). Neka je A = {x ∈ X| |f(x)| < 1} i B = {x ∈ X| |f(x)| ≥ 1}. Tada∫
X
|f |3dµ =

∫
A
|f |3dµ+

∫
B
|f |3dµ ≤

∫
A
|f |2dµ+

∫
B
|f |4dµ <∞.

f mo�e i ne mora pripadati L1(X,µ). Na primer f(x) = 1
x ∈ Lp(1,∞), za p > 1,

f /∈ L1(1,∞) i g(x) = 1
x2 ∈ Lp(1,∞), p ≥ 1.

6. Da. f1(x) = χK i f2(x) = 0 gde je K Kantorov skup.


