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Afini prostori i afina preslikava�a

1. Navesti primere dvodimenzionih ravni u qetvorodimenzionom afinom prostoru R4 (afinizacija odgovaraju�eg
vektorskog prostora) koje su: (a) paralelne i razliqite; (b) delimiqno paralelne; (v) mimoilazne; (g) seku se u
taqki; (d) seku se po pravoj.

2. Dokazati slede�a tvr�e�a u proizvo	nom afinom prostoru nad po	em R, koja predstav	aju aksiome pri sin-
tetiqkom zasniva�u euklidske geometrije.

(a) Ako dve razne ravni imaju neku zajedniqku taqku, onda je �ihov presek prava.

(b) Ako su taqke A,B,C razliqite i kolinearne, tada je taqno jedna od �ih izme�u preostale dve.

(v) Ako taqka A nije na pravoj ∆, tada u �ihovoj ravni Π = 〈A,∆〉 postoji taqno jedna prava Γ koja sadr�i taqku
A i ne seqe pravu ∆.

3. (a) Dokazati da su dve razne hiperravni u afinom prostoru dimenzije n > 1 ili paralelne ili se seku po
potprostoru dimenzije n− 2.

(b) Dokazati da je presek k < n hiperravni afinog prostora dimenzije n, me�u kojima nikoje dve nisu paralelne,
afini prostor dimenzije n− k.

(v) Dokazati da je svaki afini potprostor dimenzije k < n afinog prostora dimenzije n presek nekih n − k
razliqitih hiperravni.

4. U petodimenzionom afinom prostoru A dati su afini potprostori Π : x1 − x2 − x5 + 1 = 0, 2x1 + x3 + x5 − 3 = 0,
3x2 − x4 + 3x5 − 5 = 0 i Γ : x1 = 2 + t+ s, x2 = −1− 2t, x3 = −3s, x4 = 4− 2t+ 3s, x5 = 3 + s; t, s ∈ R.

(a) Predstaviti potprostor Π u parametarskom obliku, a potprostor Γ kao presek nekih hiperravni.

(b) Ispitati uzajamni polo�aj potprostora Π i Γ.

(v) Odrediti jednaqinu potprostora Σ najma�e dimenzije koji sadr�i Π, paralelan je sa Γ i sadr�i taqku
M(1, 2, 1, 2, 0).

5. Neka je TPQ te�ixte sistema taqaka A, P , Q, pri qemu je A fiksirana taqka afinog prostora An, a P i Q
pripadaju redom datim (raznim) afinim potprostorima Π i Γ.

(a) Dokazati da je skup Σ = {TPQ | P ∈ Π, Q ∈ Γ} jedan afini potprostor od A paralelan sa Π i Γ.

(b) Ispitati deta	no specijalan sluqaj n = 3 i dim Π = dim Γ = 1.

6. Dat je trougao ABC u euklidskoj ravni.

(a) Odrediti baricentriqne koordinate centra upisane kru�nice datog trougla, centra upisane kru�nice
trougla qija su temena sredixta stranica datog trougla i Nagelove taqke datog trougla.

(b) Dokazati da ove tri taqke i te�ixte trougla pripadaju jednoj pravoj (tzv. Nagelova prava) i odrediti odnose
dobijenih du�i na toj pravoj.

7. Neka su A(0, 2), B(3, 5), C(−3, 5), D(−3,−1) taqke afine ravni, date svojim koordinatama u odnosu na afini reper
Oe.

(a) Dokazati da je sistem taqaka (A,B,C) jedna afina baza i odrediti baricentriqne koordinate proizvo	ne
taqke M(x, y) u toj bazi.

(b) Dokazati da postoji jedinstvena afina transformacija Φ za koju va�i Φ(A,B,C) = (B,C,D) i odrediti
formule te transformacije u odnosu na dati reper.

8. (a) Dokazati da su translacije i homotetije jedine afine transformacije afinog prostora A koje imaju istu
matricu A u odnosu na sve baze �egove direktrise V. Pri tome je A = αE za taqno jedan nenula skalar α.

(b) Dokazati da skup svih homotetija i translacija qini normalnu podgrupu afine grupe.

9. Dat je skup taqaka A1, . . . , Am afinog prostora An i preslikava�e f koje svakoj taqki P prostora pridru�uje

taqku Q takvu da je
−−→
PQ = α1

−−→
PA1 + · · ·+ αm

−−−→
PAm, gde su α1, . . . , αm proizvo	ni realni skalari.

(a) Dokazati da je f afino reslikava�e i odrediti �egov tip u zavisnosti od datih realnih skalara.

(b) Ako je m = 3, α1 = α2 = α3 = 1, A = E2 euklidska ravan i taqke A1, A2, A3 su nekolinearne, odrediti krivu
koju opisuje taqka Q dok se taqka P kre�e po opisanom krugu trougla A1A2A3.



10. Neka je σ afino preslikava�e afinog prostora A takvo da je za svaku taqku M ∈ A, taqka σ2(M) sredixte du�i
Mσ(M).

(a) Dokazati da je, za svaku taqku M ∈ A, baricentar taqaka (M, 1), (σ(M), 2) fiksna taqka pri preslikava�u σ.

(b) Odrediti σ u sluqaju kada ima taqno jednu fiksnu taqku.

11. (a) Odrediti formule afine transformacije Φ euklidske ravni kojom se taqka (0, 0) slika u taqku (2, 5), a prave
∆ : x− y + 1 = 0 i Σ : 5x+ 4y + 5 = 0 su fiksne.

(b) Odrediti realne koeficijente α, β takve da va�i Φ = Φ1 ◦ Φ2 = Φ2 ◦ Φ1, gde je Φ1 dilatacija sa osnovom ∆,
pravcem Σ i koeficijentom α, a Φ2 dilatacija sa osnovom Σ, pravcem ∆ i koeficijentom β.

(v) Odrediti jednaqinu i povrxinu elipse koja je slika kruga (x+ 1)2 + y2 = 1 pri preslikava�u Φ.

12. (a) Odrediti formule familije afinih preslikava�a u odnosu na fiksirani reper Oe afine ravni tako da se
koordinatne ose Ox i Oy preslikavaju redom na prave 2x+ 3y + 1 = 0 i x− y − 7 = 0.

(b) Odrediti me�u dobijenim preslikava�ima ona koja nisu afine transformacije.

(v) Dokazati da je me�u dobijenim preslikava�ima taqno jedno dilatacija.

13. Neka su p i q dve prave u afinoj ravni A koje se seku u taqki A.

(a) Ako je σp afina simetrija u odnosu na pravu p paralelno sa q i σq afina simetrija u odnosu na pravu q
paralelno sa p, dokazati da je �ihova kompozicija σ = σp ◦ σq centralna simetrija u odnosu na taqku A.

(b) Dokazati da je skup S = {ε, σp, σq, σA} jedna podgrupa afine grupe i odrediti �enu tablicu. Koja je grupa u
pita�u?

14. Neka je π paralelno projektova�e afinog prostoraA sa afinim reperom Oe1e2e3, qija je osnova Π : 2x+y−z+1 = 0,
direktrisa prava Γ = 〈G, u〉, G(−1, 2, 3), u = 2e1 + e2− e3, a ηS,k homotetija sa centrom S(2, 2,−2) i koeficijentom
−2. Odrediti formule preslikava�a π ◦ηS,k, a zatim ispitati koje afino preslikava�e je dobijeno na ovaj naqin.

15. U afinom prostoru A dimenzije 3 sa afinim reperom Oe odrediti formule:

(a) dilatacije qija je osnova ravan Π : 2x− y + z = 2 i koja slika taqku O u taqku S(2, 1, 2);

(b) transvekcije qija je osnova ravan Π : 2x+ y + 2z − 3 = 0 i koja slika taqku S(1, 0, 1) u taqku S′(0, 4, 0).

16. Odrediti osnovne komponente i vrstu afine transformacije date svojim formulama u odnosu na afini reper
Oe1e2e3 afinog prostora A3:

(a)
x′ = 3x + 6y + 4z − 1,
y′ = −2x − 5y − 4z + 1,
z′ = 2x + 6y + 5z − 1;

(b)
x′ = 2x + 4y − 4z + 1,
y′ = 3x + 6y − 6z + 2,
z′ = −4x − 8y − 8z + 6;

(v)
x′ = 7x − 4y + 8z + 2,
y′ = 6x − 3y + 8z + 2,
z′ = 3x − 2y + 5z + 1.

17. Dokazati da su dva trapeza ABCD i A′B′C ′D′ euklidske ravni, sa osnovicama AB ‖ CD, A′B′ ‖ C ′D′, afino
podudarni akko je AB

CD = A′B′

C′D′ . Specijalno, dokazati da je svaki trapez afino podudaran nekom jednakokrakom
trapezu.

18. (a) Neka su P,Q,R, S, redom, dodirne taqke elipse Σ sa stranicama AB,BC,CD,DA paralelograma ABCD.
Dokazati da su du�i PR i QS dva �ena dijametra.

(b) Dokazati da je AP : PB = AS : SD, kao i da su dijametri PR i QS konjugovani akko su taqke P,Q,R, S
sredixta stranica AB,BC,CD,DA.

19. Elipsa dodiruje stranice trougla BC,CA,AB trougla ABC u taqkama P,Q,R, redom.

(a) Dokazati da su prave BC i QR paralelne akko prava AP sadr�i centar elipse.

(b) Ukoliko su taqke P,Q,R sredixta stranica datog trougla, dokazati da je elipsa jedinstveno odre�ena. Odred-
iti �enu jednaqinu i povrxinu ukoliko temena trougla imaju koordinate A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1).

20. Ako je O centar i A bilo koja taqka hiperbole, dokazati da postoji prava ∆ koja sadr�i taqku O, takva da
prava OA sadr�i sredixta svih tetiva te hiperbole koje su paralelne sa ∆ (prave OA i ∆ se nekada nazivaju
konjugovanim dijametrima hiperbole).



Euklidski prostori, izometrije i sliqnosti

1. Odrediti formule slede�ih preslikava�a euklidske ravni:

(a) rotacija koja slika taqke (1, 2) i (
√
3+2
2 , 32 ) redom u taqke ( 3

2 ,
√
3+2
2 ) i (2, 1);

(b) klizaju�a refleksija koja slika taqke (0, 0) i (0, 1) redom u taqke (1, 1) i (2, 1);

(v) sliqnosti koja je kompozicija homotetije sa centrom u taqki (2, 1) i koeficijentom 3 i refleksije u odnosu
na pravu x+ 3y = 5;

(g) obe homotetije koje slikaju krug x2 + y2 = 1 na krug (x− 3)2 + (y − 1)2 = 3.

2. Dokazati da su preslikava�a data formulama u odnosu na ortonormirani reper Oe1e2 euklidske ravni izometrije
ili sliqnosti i odrediti �ihove osnovne komponente:

(a)
x′ = −3x,
y′ = 3y − 4;

(b)
x′ = 5x − 12y + 8,
y′ = 12x + 5y − 16.

3. Euklidski prostor E3 je orijentisan svojim ortonormiranim reperom Oe. Odrediti formule:

(a) zavojnog kreta�a qija je osa prava x−1
0 = y−1

1 = z−1
1 orijentisana svojim vektorom pravca, ugao rotacije − 3π

4
i vektor translacije (0,−2,−2);

(b) osnorotacione refleksije za ugao 2π
3 , qija je osnova ravan 2x−y+2z−3 = 0 i osa prava orijentisana vektorom

−→
SP , gde je P taqka (3, 0, 3) i S �en presek sa ravni osnove.

4. Euklidski prostor E3 orijentisan je svojom kanonskom bazom Oe1e2e3. Dokazati da je datom matricom A odre�ena
jedna vektorska rotacija ili refleksija i odrediti �enu osu i odgovaraju�i ugao u odnosu na jednu od orijentacija
te ose, odnosno ravan refleksije, ukoliko je:

(a) A = 1
4

 3 1 −
√

6

1 3
√

6√
6 −

√
6 2

 ; (b) A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 ; (v) A = 1
7

 6 2 −3
2 3 6
−3 6 −2

 .

5. Odrediti sve parove realnih brojeva (a, b) za koje je formulama:

(a)
x′ = ax + by + bz,
y′ = bx + ay + bz,
z′ = bx + by + az,

odre�ena jedna rotacija euklidskog vektorskog prostora R3;

(b)
x′ = ax + by + bz,
y′ = bx + by + az,
z′ = bx + ay + bz,

odre�ena jedna refleksija euklidskog vektorskog prostora R3.

6. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru E4 data je prava ∆ : x1 = 4 + t, x2 = 3 + 2t, x3 = −3 − t, x4 = 7 + 3t,
t ∈ R i taqke A(4, 1,−1,−1), B(−1, 2, 4, 0), C(0, 3, 0,−2).

(a) Odrediti taqku A1 simetriqnu taqki A u odnosu na pravu ∆.

(b) Odrediti jednaqinu sfere qiji je centar taqka A1 i koja sadr�i te�ixte trougla ABC.

7. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru zadata je dvodimenziona ravan Π : x1 + x2 = 1, x3 + x4 = 0. Odrediti
formule:

(a) normalne projekcije na ravan Π;

(b) simetrije u odnosu na ravan Π.

8. U petodimenzionom euklidskom prostoru date su dvodimenzione ravni Π : x1 = s, x2 = t, x3 = 0, x4 = t, x5 = s,
s, t ∈ R i Γ : x1 = q, x2 = 1, x3 = 2p, x4 = 0, x5 = 0, p, q ∈ R (Π : x1 = t, x2 = −2, x3 = t, x4 = s, x5 = 0, t, s ∈ R
i Γ : x1 = 0, x2 = p, x3 = q, x4 = p, x5 = q + 1, p, q ∈ R). Odrediti jednaqinu prave ∆ koja predstav	a �ihovu
zajedniqku normalu, a zatim jednaqinu sfere koja dodiruje ove ravni i centar joj pripada pravoj ∆. Napisati
jednaqine tangentnih ravni ove sfere u dodirnim taqkama sa ravnima Π i Γ.

9. U qetvorodimenzionom euklidskom prostoru dati su ravan Π : x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + 15 = 0 i prava Γ : x1 =
s + 2, x2 − 2s, x3 = −s − 1, x4 = −s − 2, s ∈ R. Odrediti jednaqinu prave ∆ koja pripada ravni Π, sa pravom Γ
zaklapa najma�i ugao i na najma�em je rastoja�u od koordinatnog poqetka.

10. U petodimenzionom euklidskom prostoru date su afini potprostori Π : x2 + x5 = x1 − x2 − x3 + x4 = 3 i
Γ : x1 = 2 + 2q, x2 = 1− 5p+ q, x3 = 1 + 2p− q, x4 = 3 + 2p+ 3q, x5 = 2− 5p+ 3q, p, q ∈ R. Odrediti ortogonalnu
projekciju ravni Γ na ravan Π, kao i dimenziju projekcije.



Projektivni prostori i projektivna preslikava�a

1. Neka je Φ projektivna transformacija ravni RP2 koja je u odnosu na �en kanonski reper odre�ena formulama
λx′ = −4x− 3y − 3z, λy′ = −y, λz′ = 3x+ 3y + 2z i A afina karta takva da je ∞A = P(U) �ena beskonaqno daleka
prava odre�ena vektorskom ravni U : z = 0.

(a) Odrediti sliku beskonaqno daleke prave, pravu koja se slika u beskonaqno daleku, kao i trag ΦA date trans-
formacije Φ na afinoj karti A = RP2\∞A u odgovaraju�im afinim koordinatama.

(b) Odrediti fiksne taqke i fiksne prave transformacije Φ i dokazati da je u pita�u perspektivna kolineacija.

(v) Odrediti beskonaqno daleke prave ∞B = P(W) svih mogu�ih afinih karata B = RP2\∞B takvih da je trag
date transformacije Φ na kartama B neko afino preslikava�e. Koje je preslikava�e u pita�u?

(g) Dokazati da je restrikcija σ datog preslikava�a na pravoj P(F), gde je F vektorska ravan x = 0, perspektivno
preslikava�e i odrediti formule transformacije σ u odgovaraju�im homogenim i afinim koordinatama.

2. U projektivnoj ravni RP2 date su prave Π = P(U) i Γ = P(W), gde su vektorske ravni U iW date svojim jednaqinama
U : y = 0, W : y = z, u odnosu na kanonski reper vektorskog prostora R3.

(a) Dokazati da su Ω = [A,B,C] i Θ = [A,E, F ] projektivni reperi pravih Π i Γ redom i odrediti �ihove
adaptirane baze, ukoliko je A[1 : 0 : 0], B[1 : 0 : 1], C[1 : 0 : 2], E[3 : 2 : 2], F [1 : 1 : 1].

(b) Odrediti taqke D i G na pravama Π i Γ redom takve da je (ABCD) = (AEFG) = −1, kao i �ihove homogene
i afine koordinate u odnosu na date repere Ω i Θ.

(v) Dokazati da su prave BE, CF , DG konkurentne. Ukoliko je S �ihova preseqna taqka, odrediti formule
perspektivnog preslikava�a sa centrom S prave Π na pravu Γ, u homogenim i afinim koordinatama tako da
je prava AS beskonaqno daleka prava.

3. U trouglu ABC euklidske ravni taqke P , Q, R su podno�ja visina iz temena A, B, C, redom, a taqke D, E, F su
sredixta stranica BC, CA, AB, redom. Dokazati da va�i H(PQ,PR;PA,PB) i H(DE,DF ;DA,DB).

4. U projektivnoj ravni RP2 dat je trotemenik XY Z. Prave Π i Γ seku prave Y Z, ZX, XY tim redom u taqkama A,
B, C, odnosno P , Q, R. Dokazati da su preseqne taqke pravih Y Z i BR, ZX i CP , XY i AQ kolinearne. Kako
glasi tvr�e�e u afinoj karti u kojoj su prave Y Z i BR paralelne?

5. Konika projektivne ravni RP2 odre�ena je nekolinearnim taqkama A, B, C i tangentama a, b te konike u taqkama
A, B (a, b ne sadr�e taqku C).

(a) Konstruisati tangentu konike u taqki C, kao i drugu preseqnu taqku konike i proizvo	ne prave kroz C.

(b) Opisati prethodne konstrukcije u sluqaju euklidske hiperbole odre�ene asimptotama a i b i taqkom C.

6. Date su qetiri taqke A, B, C, D na projektivnoj konici u RP2. Prave AC i BD seku se u taqki E, a prave AD i
BC u taqki F .

(a) Dokazati da se tangente konike u taqkama A, B seku na pravoj EF .

(b) Ukoliko se tangente konike u taqkama A, C seku na pravoj BD, dokazati da va�i H(A,B;C,D), kao i da se
tangente u taqkama B i D seku na pravoj AC.


