
VEROVATNO�A I STATISTIKA B - TEST 2
JUN 2015.

1. Familija raspodela F (t; θ) zavisi od nepoznatog parametra θ.

a) Definisati regularnost familije F (t; θ). (1 poen)

b) Navesti primer familije koja nije regularna (i obrazlo�iti). (1 poen)

Rexeǌe:

a) Familija je regularna ako va�i:

– ∂
∂θ

+∞∑
k=0

p(tk; θ) =
+∞∑
k=0

∂
∂θp(tk; θ)⇔

+∞∑
k=0

∂
∂θp(tk; θ) = 0, gde je p(tk; θ) = P{X = tk} (diskretan sluqaj)

– ∂
∂θ

+∞∫
−∞

f(t; θ)dx =
+∞∫
−∞

∂
∂θf(t; θ)dx⇔

+∞∫
−∞

∂
∂θf(t; θ)dx = 0, gde je f(t; θ) gustina raspodele (nepreki-

dan sluqaj)

b) Bilo koja familija kod koje se parametar nalazi u granicama oblasti definisanosti. Na
primer, U [0, θ]:
+∞∫
−∞

∂
∂θf(t; θ)dt =

θ∫
0

∂
∂θ

1
θdt =

θ∫
0

(− 1
θ2 )dt = − 1

θ 6= 0

2. Neka je statistika θ̂ = θ̂(X1, . . . , Xn) ocena nepoznatog parametra θ raspodele G (t; θ).

a) Pod kojim uslovom je ocena θ̂ asimptotski nepristrasna? (1 poen)

b) Pod kojim uslovom je ocena θ̂ postojana u sredǌem reda 4.4? (1 poen)

Rexeǌe:

a) Ocena je asimptotski nepristrasna ako va�i: Eθ̂n → θ, n→ +∞
b) Ocena je postojana u sredǌem reda 4.4 ako konvergira u sredǌem reda 4.4 ka parametru θ, tj.

ako va�i: E|θ̂n − θ|4.4 → 0, n→ +∞.

3. Familija rapodela F (t; θ) zavisi od nepoznatog parametra θ.

a) Ako je raspodela F (t; θ) diskretna, napisati funkciju verodostojnosti. (1 poen)

b) Napisati funkciju verodostojnosti u sluqaju uniformne U [0, θ] raspodele. (2 poena)

Rexeǌe:

a) L(θ) =
n∏
k=1

p(tk; θ), gde je p(tk; θ) = P{X = tk}, k = 1, ..., n

b) L(θ) =
n∏
k=1

f(tk; θ) =
n∏
k=1

1
θ I{tk ≤ θ} = 1

θn I{θ ≥ t(n)}, gde je t(n) = max{t1, ..., tn}

4. U 200 bacaǌa dve kockice dobijen je zbir 7 u 20 bacaǌa, a zbir 11 u 14 bacaǌa (ostali zbirovi
su dobijeni 166 puta). Pirsonovim testom sa pragom znaqajnosti 0.05 ispitati da li su kockice
ispravne. (3 poena)
Rexeǌe:

Xk 7 11 ostali
Mk 20 14 166
pk

1
6

2
36

28
36

npk 33.33 11.11 155.56

p1 = P{X = 7} = 6
6 ·

1
6 = 1

6 (povoǉni ishodi: 16,25,34,43,52,61)

p2 = P{X = 11} = 2
6 ·

1
6 = 1

18 (povoǉni ishodi: 56 i 65)

p3 = 1− p1 − p2 = 28
36

χ2
0 =

3∑
k=1

(Mk−npk)2
npk

= (20−33.33)2
33.33 + (14−11.11)2

11.11 + (166−155.56)2
155.56 = 6.7842

W = {χ2
0 ≥ c}, c = χ2

3−1,0.05 = 5.991

6.7842 > 5.991⇒ odbacuje se H0, tj. kockice nisu ispravne



VEROVATNO�A I STATISTIKA B - KOLOKVIJUM 2
JUN 2015.

1. Obele�je X ima gama raspodelu (θ - nepoznat parametar) sa gustinom:

f(t) =
t · e− t

θ

θ2
, t ≥ 0 .

a) Zapisati funkciju verodostojnosti (na osnovu uzorka obima n). (2 poena)

b) Oceniti nepoznati parametar θ metodom maksimalne verodostojnosti. (4 poena)

v) Ispitati efikasnost tako dobijene ocene. (4 poena)

Napomena: Matematiqko oqekivaǌe sluqajne veliqine X je E(X) = 2θ, a disperzija je D(X) = 2θ2.

Rexeǌe:

a) L(θ) =
n∏
k=1

f(t; θ) =

n∏
k=1

tk

θ2n e
− 1
θ

n∑
k=1

tk

b) lnL(θ) = − 1
θ

n∑
k=1

tk + ln
n∏
k=1

tk − 2n ln θ

Ocena maksimalne verodostojnosti se dobija iz jednaqine: ∂ lnL(θ)
∂θ = 0

∂ lnL(θ)
∂θ = 1

θ2

n∑
k=1

tk − 2n
θ = 0⇒ θ =

n∑
k=1

tk

2n ⇒ θ̂ = Xn
2

v) – regularnost familije:
+∞∫
0

∂
∂θ

te−
t
θ

θ2 dt =
+∞∫
0

te−
t
θ x
θ2
θ2−2θte−

t
θ

θ4 dt =
+∞∫
0

t2e−
t
θ−2θte−

t
θ

θ4 dt =

∣∣∣∣ t
θ = x
dt
θ = dx

∣∣∣∣
= 1

θ3

+∞∫
0

θ2x2e−xdx− 2
θ2

+∞∫
0

θxe−xdx = 1
θΓ(3)− 2

θΓ(2) = 2
θ −

2
θ = 0

⇒ familija je regularna
– nepristrasnost:

Eθ̂ = E( 1
2Xn) = 1

2n

n∑
k=1

EXk = 1
2nn2θ = θ

⇒ ocena je nepristrasna

– Rao-Kramerova granica: G = 1
nI(θ)

I(θ) = E
(
∂ ln f(t;θ)

∂θ

)2
∂ ln f(t;θ)

∂θ =
∂(ln t− t

θ−2 ln θ)

∂θ = t
θ2 −

2
θ

I(θ) = E
(
X
θ2 −

2
θ

)
= 1

θ4EX
2 − 4

θ3EX + 4
θ2 = 1

θ4 (2θ2 + 4θ2)− 4
θ3 2θ + 4

θ2 = 2
θ2

G = 1
n 2
θ2

= θ2

2n

– Disperzija ocene:

Dθ̂ = D( 1
2Xn) = 1

4n2

n∑
k=1

D(Xk) = θ2

2n

⇒ G = Dθ̂ pa je ocena efikasna.

2. Sabrano je 200 brojeva iz intervala [0, 2θ] i dobijen je zbir 65.044 (sabirci imaju uniformnu
U [0, 2θ] raspodelu). Odrediti 90%-tni interval povereǌa za nepoznati parametar θ. (2 poena)
Rexeǌe:

n > 30⇒ mo�e se primeniti Centralna graniqna teorema:

n∑
k=1

Xk−E
(

n∑
k=1

Xk

)
√
D

(
n∑
k=1

Xk

) → X∗ : N (0, 1), n→ +∞

P


∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Xk−E(
n∑
k=1

Xk)√
D(

n∑
k=1

Xk)

∣∣∣∣∣∣∣ < z

 = β

2



z = Φ−1(0.45) = 1.65, EXk = 2θ
2 , DXk = 4θ2

12

−z <

n∑
k=1

Xk − E
(

n∑
k=1

Xk

)
√
D

(
n∑
k=1

Xk

) < z

−1.65 <
65.044− 200θ√

200 θ
2

3

< 1.65

−1.65 <
7.9662

θ
− 24.4948 < 1.65

Iθ = (0.3047, 0.3487)

3. Obele�je X ima beta β(θ, 1) raspodelu sa gustinom:

f(t) = θ · tθ−1, t ∈ (0, 1) .

a) Sa pragom znaqajnosti 0.1, odrediti najboǉu kritiqnu oblast za testiraǌe H0(θ = 1) protiv
H1(θ > 1) na osnovu uzorka obima 10. (4 poena)

b) Da li je taj test uniformno najmo�niji? Odgovor obrazlo�iti. (1 poen)

v) Odrediti mo� testa ako je alternativna hipoteza H1(θ = 2) (prag znaqajnosti i obim uzorka
su isti kao u delu a)). (3 poena)

Napomena 1: Korisno je odrediti raspodelu sluqajne veliqine Y = − lnX.
Napomena 2: Hi-kvadrat raspodela je poseban sluqaj gama raspodele.
Napomena 3: Ako je U ∈ χ2

20, onda je FU (24.886) = 0.79417.

Rexeǌe:

a) Treba preformulisati hipotezu H1 tako da bude prosta kako bi mogla da se primeni Nojman-
Pirsonova lema. Testiramo hipotezu H0(θ = 1) protiv alternative H1(θ = θ1), θ1 > 1. Sada se
mo�e primeniti Nojman-Pirsonova lema:

L(θ) =
n∏
k=1

f(t; θ) = θn(
n∏
k=1

tk)θ−1

W =
{
L(θ1)
L(1) ≥ c

}
=

 θn1 (
n∏
k=1

tk)
θ1−1

1 ≥ c

 =

{
n∏
k=1

tθ1−1k ≥ c1
}

=

{
ln(

n∏
k=1

tk) ≥ c3
}

=

{
n∑
k=1

(− lnxk) ≤ K
}

X : β(θ, 1)⇒ − lnX : ε(θ)⇒
n∑
k=1

(− lnX) : γ(n, θ)⇒ 2θ
n∑
k=1

(− lnX) : χ2
2n

Pri H0: 2
n∑
k=1

(− lnXk) : χ2
20.

K = 1
2χ

2
20,0.90 = 6.2215

Najboǉa kritiqna oblast je: W =

{
n∑
k=1

(− lnxk) ≤ 6.2215

}
b) Test jeste uniformno najmo�niji jer kritiqna oblast ne zavisi od vrednosti parametra u

alternativnoj hipotezi.

v) Mo� testa je: γ = PH1{
n∑
k=1

(− lnXk) ≤ 6.2215}

Pri hipotezi H1 va�i: 2 · 2
n∑
k=1

(− lnXk) : χ2
20.

γ = PH1
{4

n∑
k=1

(− lnXk) ≤ 4 · 6.2215} = Fχ2
20

(24.886) = 0.79417

3


