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1. Sluqajna veliqina X : Ω→ R ima zakon raspodele X :

(
−3 0 3
2
5

1
5

2
5

)
. Napisati analitiqki izraz

karakteristiqne funkcije ϕX : R→ D, gde je D = {a+ bi | a2 + b2 ≤ 1, a, b ∈ R}. (2 poena)

2. Neka je X : Ω→ R sluqajna veliqina i neka je ϕX ǌena karakteristiqna funkcija.

a) Napisati analitiqki izraz karakteristiqne funkcije sluqajne veliqine Y =
X

2
+ 1. (1 poen)

b) Da li je X proizvoǉan element skupa RΩ? (1 poen)

3. Neka je T : N→ RΩ niz sluqajnih veliqina definisanih na istom prostoru verovatno�a (Ω,A , P ).
Napisati definicije sve qetiri vrste konvergencije niza T . (4×1 poen)

4. Formulisati slabi i jaki zakon velikih brojeva za niz realnih sluqajnih veliqina X : N → RΩ

definisanih na istom prostoru verovatno�a (Ω,A , P ). (2 poena)

Rexeǌa

1. Neka je t ∈ R proizvoǉan realan broj, a K = {a + ib | a2 + b2 = 1, a, b ∈ R} jediniqni krug u
kompleksnoj ravni. Tada je ϕX(t) = E

(
eitX

)
, gde je eitX : Ω → K kompleksna sluqajna veliqina sa

vrednostima na jediniqnom krugu. Ta sluqajna veliqina ima zakon raspodele:

eitX :

(
e−3it e0 e3it

2
5

1
5

2
5

)
.

ǋeno oqekivaǌe je: E
(
eitX

)
=

2

5
· e−3it +

1

5
· e0 +

2

5
· e3it =

1 + 4 cos (3t)

5
.

Samim tim, karakteristiqna funkcija sluqajne veliqine X je realna i ϕX(t) =
1 + 4 cos (3t)

5
, t ∈ R.

2. a) ϕY (t) = E
(
eitY

)
= E

(
eit(

X
2 +1)

)
= E

(
eit · ei t

2X
)

= eit · ϕX

(
t

2

)
, za svako t ∈ R.

b) Ne. X mora biti P -merǉivo preslikavaǌe u Borelovom smislu, odnosno:

(∀B ∈ BR) X−1 (B) ∈ A .

Napomena: Sluqajna veliqina X je definisana na prostoru verovatno�a (Ω,A , P ), dok je BR
Borelova σ-algebra podskupova skupa R. Podrazumeva se da je P : A → [0, 1].

3. • Konvergencija u raspodeli.
• Konvergencija u verovatno�i.
• Skoro sigurna konvergencija.
• Konvergencija u sredǌe-kvadratnom smislu.

4. Definiximo niz parcijalnih suma niza X sa: Sn =

n∑
k=1

Xk, za n ∈ N.

Ukoliko va�i:
Sn − E(Sn)

n

P−→ 0, kada n→∞, onda za niz X va�i slabi zakon velikih brojeva.

Ukoliko va�i:
Sn − E(Sn)

n

c.c.−→ 0, kada n→∞, onda za niz X va�i jaki zakon velikih brojeva.
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1. Neka je X : N→ RΩ niz nezavisnih, ravnomerno raspodeǉenih, sluqajnih veliqina, takav da:

(∀n ∈ N) Xn ∈ U
[
2−
√

3, 2 +
√

3
]
.

Neka je Y = S400 sluqajna veliqina koja predstavǉa zbir prvih 400 qlanova niza X.

a) Izraqunati matematiqko oqekivaǌe i disperziju sluqajne veliqine Y . (2 poena)

b) Izraqunati verovatno�u doga�aja F = {ω ∈ Ω | 760 < Y (ω) ≤ 820}. (5 poena)

v) Neka je M : Ω → R sluqajna veliqina koja predstavǉa maksimum vrednosti X1, X2, . . . , X400;
odnosno, (∀ω ∈ Ω) M(ω) = max {X1(ω), X2(ω), ..., X400(ω)}.
Izraqunati verovatno�u doga�aja G =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣M(ω) >
√

5
}
. (3 poena)

Napomena: Ako je Z ∈ N (0, 1), onda je P {|Z| < 1} = 68.27%, dok je P {|Z| < 2} = 95.45%.

Rexeǌe

a) E(Y ) = E(S400) = E

(
400∑
k=1

Xk

)
=

400∑
k=1

E(Xk) = 400 · (2−
√

3) + (2 +
√

3)

2
= 800.

D(Y ) = D(S400) = D

(
400∑
k=1

Xk

)
=

400∑
k=1

D(Xk) = 400 ·
[(

2 +
√

3
)
−
(
2−
√

3
)]2

12
= 400.

b) P {760 < Y ≤ 820} = P {−40 < Y − E(Y ) ≤ 20} = P

{
−2 <

Y − E(Y )√
D(Y )

≤ 1

}
= · · · = 81.86%.

v) Verovatno�a doga�aja G je:

P
{
M >

√
5
}

= P
{

max{X1, X2, ..., X400} >
√

5
}

= 1− P
{

max{X1, X2, ..., X400} ≤
√

5
}

= 1− P
{
X1 ≤

√
5, X2 ≤

√
5, . . . , X400 ≤

√
5
}

= 1− P
{
X1 ≤

√
5
}
· P
{
X2 ≤

√
5
}
· . . . · P

{
X400 ≤

√
5
}

= 1−

( √
5−

(
2−
√

3
)(

2 +
√

3
)
−
(
2−
√

3
))400



2. Sluqajna veliqina Y : Ω→ R, definisana na (Ω,A , P ), ima ravnomernu U [1, 3] raspodelu.
Nizovi doga�aja A, B : N→ A su zadati svojim opxtim qlanovima:

An =

{
ω ∈ Ω

∣∣∣∣ 1 +
1

n
< Y (ω) < 3− 1

n

}
i Bn = Ω \An, za n ∈ N.

Oznaqimo sa IA, IB : N→ {0, 1}Ω nizove indikatora nizova doga�aja A, odnosno, B.

Niz sluqajnih veliqina T : N→ RΩ se definixe sa: (∀n ∈ N) Tn = Y · IAn
+ bn · IBn

.

a) Odrediti realan niz b : N→ R, tako da bude E(Tn) = 2, za sve n ∈ N. (2 poena)

b) Za tako odre�en niz b, ispitati sve qetiri vrste konvergencije niza T . (4×2 poena)

Rexeǌe

a) Prvo, primetimo da je E(IAn) = P (An) =

(
3− 1

n

)
−
(
1 + 1

n

)
3− 1

= 1− 1

n
, dok je E(IBn) = P (Bn) =

1

n
.

Zatim, E(Tn) = E(Y · IAn
) +E(bn · IBn

). Sluqajne veliqine Y i IAn
nisu nezavisne i zbog toga

se oqekivaǌe proizvoda te dve sluqajne veliqine ne mo�e izraqunati kao proizvod ǌihovih
oqekivaǌa.

Sada raqunamo: E (Y · IAn
) = E

(
Y · I

{
1 +

1

n
< Y < 3− 1

n

})
=

3∫
1

t · χ
{
t ∈
[
1 +

1

n
, 3− 1

n

]}
· fY (t) dt =

3− 1
n∫

1+ 1
n

t

2
dt =

t2

4

∣∣∣∣3− 1
n

1+ 1
n

=
1

4
·
[(

9− 6

n
+

1

n2

)
−
(

1 +
2

n
+

1

n2

)]
= 2− 2

n
.

Daǉe je: E(Tn) =

(
2− 2

n

)
+ bn ·

1

n
= 2. Jasno se vidi da je bn = 2, za n ∈ N.

b) Odredili smo niz b : N→ R i za proizvoǉno n ∈ N je Tn = Y · IAn
+ IBn

, odnosno:

Tn(ω) =

{
Y (ω) , ω ∈ An

2 , ω ∈ Bn
. An = Y −1

(
1 +

1

n
, 3− 1

n

)
, Bn = Ω \An.

Sada je va�no primetiti da (kada n→∞) An → Ω, a Bn → ∅, kao i da se sluqajne veliqine Tn
i Y poklapaju na skupu An. Drugim reqima, P {ω ∈ Ω | Tn(ω) = Y (ω)} = P (An)→ 1, kada n→∞.
Iz prethodne qiǌenice sledi da niz T skoro sigurno konvergira ka sluqajnoj veliqini Y .

Ostaje jox da ispitamo konvergenciju u sredǌe-kvadratnom smislu (obzirom da skoro si-
gurna konvergencija implicira konvergenciju u verovatno�i i konvergenciju u raspodeli).

Oznaqimo sa Vn = |Tn − Y |2. Treba da ispitamo da li va�i: E(Vn)→ 0, kada n→∞.

Vn(ω) =

{
0 , ω ∈ An

|2− Y (w)|2 , ω ∈ Bn
.

Primetimo da je 0 ≤ Vn(ω) ≤ 1 (jer je Y (ω) ∈
[
1, 1 +

1

n

]
∪
[
3− 1

n
, 3

]
, za ω ∈ Bn). Samim tim je:

E(Vn) =

∫
Ω

Vn dP =

∫
Bn

Vn dP ≤ 1 · P (Bn) =
1

n
.

Sada je jasno da zaista E(Vn)→ 0, kada n→∞ i zakǉuqujemo da niz T i u sredǌe-kvadratnom
smislu konvergira ka sluqajnoj veliqini Y .




