NUMERICKA INTEGRACIJA

a
ZADATAK: Odrediti pribliznu vrednost integrala '[ f (x)dx
b

Integral odredujemo pomocu formule:
f(x)=p)+R(x)  [f()dx=1+R
b

| — vrednost integrala polinoma
R — ocena greske

Kvadraturne formule se dobijaju aproksimacijom podintegralne funkcije interpolacionim
polinomom, a greska je jednaka integralu greSke interpolacije.

Vrednost integrala najceSc¢e se dobija pomoc¢u kvadraturnih formula
—Njutn Kotesovog tipa
—Gausovog tipa

*‘NJUTN KOTESOVE KVADRATURNE FORMULE naj¢esce su oblika:

jf(x)dx :iAf(xi)

a



Zadatak brl. Izvesti kvadraturnu formulu oblika

¢ 1 1 3
!f(x)dx=Abf(Z)+Af<§>+Azf<Z)

» Koeficijente Ai biramo tako da formula bude tacnha za polinome $to je mogucée veceg stepena.

* Broj nepoznatih koeficijenata odreduje stepen funkcije za koju ¢e formula biti tacna. U zadatku
imamo 3 ¢vora, dakle formula mora da bude ta¢na za polinome stepena 0,1 i 2.

 Uzecemo da je funkcija f (X) =1 f (X) =X, f (X) — ¥°

| za tako izabrano f(x) odrediti nepoznate koeficijente.

f(x):l:jldx:x|§:1zﬁb+A&+A2

x? 1

f(x):x:ixdx:?ﬂ):— AO+ A1+ A

1
2 4
=—A+=A+— Az Resimo sistem, dobi¢emo da je

f(x)—xz'szdx—x—ﬁ—

[ xedx =X f
0

2 1, 2

A =S A= A=

3 3773

Dakle, trazena formula je oblika: 1

2 1. 1.1, 2.3
f)d=2 ()~ FO)+3 ()



Zadatak br2. Izvesti kvadraturnu formulu za numeri¢ku integraciju oblika:
1
[V/xf (x)dx~ Af (0) + Bf (%) +Cf (1)
0

« Koeficijente A,B,C biramo tako da formula bude taéna za polinome Sto je moguce veceg stepena.

* Broj nepoznatih koeficijenata odreduje stepen funkcije za koju ¢e formula biti tacnha. U zadatku imamo
3 Cvora, dakle formula mora da bude tacna za polinome stepena 0,1 i 2.

— Uzeéemo da je funkcija T(X) =1 f(X)=X, f(x)= X
| za tako izabrano f(x) odrediti nepoznate koeficijente.

L 2
f(x):l:jl&dx:%xs |3=§:A+B+c
0

K /x 2. 2, 2 1
f(x):x.jx xdx:gx |°:§:O+§B+C
0

1 7
| 2 71 2 1
f(x)=x’ -JXZ\/;dX = 7X2%) 77 0+Z B+C Resimo sistem, dobi¢emo da je
0

4 5 16 ._6

T105' 35 35

Dakle, trazena formula je oblika:

16

p 4 1, 6
!&f(x)dXzﬁf(OH% f)+ 5 FO



Zadatak br3. Izvesti kvadraturnu formulu za numeri¢ku integraciju oblika:
h

J. f (x)dx = Af (0) + Bf (2_3h) +R(h) oceniti gresku R(h)

0

» Koeficijente A,B biramo tako da formula bude taCna za polinome §to je moguce veceg stepena.

« Broj nepoznatih koeficijenata odreduje stepen funkcije za koju ¢e formula biti taCnha. U zadatku imamo
2 Cvora, dakle formula mora da bude tacna za polinome stepena 0 i 1.
— Uze¢emo da je funkcija  f(x) =1, f(X) =X
i za tako izabrano f(x) odrediti nepoznate koeficijente.

ResSimo sistem, dobicemo da je
“ X2, h* _ 2h A=1g-N
f(x):x:fxdx:—|2:—:0+—B 4 4
S 2 2 3

h
f(x):l:fldx=x|8=h=A+B
0

Dakle, trazena formula je oblika: h 2h
| £ (9dx~—(f(0)+3f (%) +R(h)
: 4 3

Trazena formula je stepena 1, ostalo je da ocenimo gresku. Ocena gresSke Ce biti stepena 1.

Neka je p(x) polinom prvog stepena koji se poklapa sa funkcijom f(x) u datim ¢vorovima:.

= f (0
P(x) = 1(0) p(X) = &, +a, (X —X,)

JCURRIED f(0)=a, &M -1(0)
f p(x) = 1(0) +x——
() = p(x) +R(x) 2h, 2h
1‘(3)—f(0)+?31(3 0) ?—O



M, M, 2h
| R,(X) ISTI(X—XO)(X—XJ I=F|(X—0)(X—?)I

h h h
| konacno, ocena greSke kvadraturne formule je: J‘ f (x)dx :I p(x)dx +J‘ R, (x)dx
0 0

0

h h
M 2h
R<|R(X)dx < | —%|(x-0)(x——)dx
[ RO < [ ZH (x-0)(x—)
2h
3 h 3
Rs&jx(z—h—x)dwr&]’x(x—z—h)dx: 4M,h
21973 21 J 3 81
3

Zadatak br4. lzvesti kvadraturnu formulu oblika:
1
1 1 3
f(x)dx=c,f(=)+c f(=)+c, f(=)+R
JHod =, f Q)+ et Qe f ()

Oceniti greSku. Pomoc¢u dobijene formule izraCunati integral:

R R IV
<2
>
ped

» Koeficijente Ci biramo tako da formula bude tacna za polinome $to je moguce veceg stepena.

« Broj nepoznatih koeficijenata odreduje stepen funkcije za koju ¢e formula biti tacna. U zadatku imamo
3 Cvora, dakle formula mora da bude tacna za polinome stepena 0,1 2.

— Uzecemo da je funkcija f (x) = x*, k =0,1, 2
| za tako izabrano f(x) odrediti nepoznate koeficijente.



1
f(x):l:jldx: Xli=1=C, +C, +C,
0

f(x):x;j'xdxzx_zﬂ) lzlc 1C+§C2 ResSimo sistem, dobicemo da je
) 2° 2 4° 27" 4 2 1 2
1 X3 1 9 CO:E’C]-:_E’CZZE
f(x):xzzszdx:—|0:—:—C += c ~C,
) 3° 3 16 ° 4 ' 16

Ocenimo gresku:

NAPOMENA: Ovo je formula NjutnKotesovog tipa sa tri ¢vora, pri ¢emu ¢vorovima koji su simetriéni u
odnosu na sredinu intervala odgovaraju jednaki koeficijenti. Red greSke povecava se za jedan stepen,
pa ¢e ova formula biti tacna i za pollnome treceg stepena

R——jf (X -FHX-2) (X~
Uvodimo oznaku M, = maxy | f“(X)]

|R|<—M j|(x——)(x——) (x——>|dx

II (x=2)(x— 2y (x=2) | dx = 0.007292
° ) 2 4 Dakle, trazena formula je oblika:

1. . _ p 1 1 1 3
R <=M, *0.007292 = 0.0003M, ! f (x)dx = 3 (2f (Z) — f (E) +2f (Z)) +0.0003M,
Ostalo je da izraCunamo vrednost integrala. (t+Dx

Prvo, moramo da pomerimo granice integrala, koristicemo smenu x=at+b X= 4



Sada reSavamo inegral:

x 3“5 3 7
4 2 4

UOPSTENA TRAPEZNA FORMULA

b
_|_
J 1o h Ty by, oty )

a=X,b=x
Xij1 — X =h

UOPSTENA SIMPSONOVA FORMULA

b

a

R =0.0003M,

Ostalo je da se oceni greSka R

Greska trapezne formule:

Rsﬁ’l‘—zath"(f)Lfe[a,b]

h
J OO 2o+ Yo + 400+ Ya bt Yo )+ 2005 + Yo+t Yan )

GresSka simpsonove formule:

Rﬁlblg—g‘h“y(‘”(é)l,ée[a,b]



Ova ocena greske je nepraktiCna zato Sto je potrebno oceniti 4.ti izvod, zato koristimo drugu ocenu greske.

1(f)=1,(f)+M,h" 1, (), 1, (F)

| (f) _ |H (f)+ M 2|_| k Integral sa korakom h,H dobijen Simpsonovom ili
Trapeznom formulom

Ako pretpostavimo daje M, =M, (8to ne mora da znaci) oduzimanjem dobijamo
L,(F) =1, (f) =M (H* ")
Odnosno:

2k 1

Rungeova ocena greske

Kada je u pitanju uopstena Trapezna formula uzimamo da je k=2, dok je kod uopStene Simpsonove formule
k=4. Ova ocena nije uvek pouzdana zato sto M1 ne mora da uvek bude jednako M2.



Zadatak br5. Izradunati integral Simpsonovom kvadraturnom formulom sa taénoséu & =10"*
T dx
5 X+ COS X

Za Simpsonovu kvadraturnu formulu potreban nam je neparan broj ¢vorova, na primer n=5,
RacCunamo sa 5 decimala zbog ocene greske.

X *1 *4 *2
Obzirom da je za ocenu gresSke pomocu formule
0| 1.00000 . . :
: za ocenu greSke koju imamo kod Simsponove
pi/4 0.67001 kvadrturne formule potreban 4ti izvod,
pi/2 0.63662 greSku ¢emo oceniti Rungeovom ocenom.
3pi/d 0.60640 Trazll.mo vrednost integrala sa korakom h i sa duplo
manjim korakom.
pi| 0.46694
suma| 1.46694 | 1.27641 | 0.63662 h =%

| = & (1.46694 + 4*1.27641+ 2*0.63662) = 2.05403

4



X *4 *4 *2
0| 1.00000
pi/8 0.75954
pi/d 0.6700
3pil8 0.6407
pi/2 0.63662
5pil8 0.63259
3pil4 0.60640
7pil8 0.54794
pi| 0.46694
suma | 1.46694 | 2.58077 | 1.91303

Kada dopunimo staru tablicu novim podacima, primetiéemo
da su nam sada svi novi elementi u drugoj tablici na neparnim
mestima. Njih mnozimo sa brojem 2.

| = %(1.46694 +4*2.58077 +2*(1.27641+0.63662))
8
| =2.04414
8
Ocena greske:

[ (F)=1.(F)]
1(f)-1_(f)r—2 4 _12.04414-2.05403|
8

241 15
[1(f)=1_(f)]~0.00066 >10"

8

Kako je greSka veca od trazene, ponovo ¢emo poloviti interval i formirati novu tablicu.

h:

T

16

10



X *4

pi/16 | 0.84952
3pi/16 | 0.70397
5pi/16 | 0.65048
7pi/16 | 0.63713
9pi/16 | 0.63611
11pi/16 | 0.62333
13pi/16 | 0.58103
15pi/16 | 0.50905
suma | 5.19062

T

|, =7 (146694 + 4+5.190621 + 2* (2.58077 +1.91303)
16

|, =2.04293

16

Ocenimo gresku: (D=L 04s15-2.00003)

I(f)—1 (f)|x—28
1)1 (DR -

|1(f)=1_(f)]~0.0000147 <10™

16

Dakle, trazeno reSenje je | =2.0429

Zadatak br6. Neka su Yii=0,1,2..,2n Yi=f(Xi) dati sa tacnoS¢u 0 i neka je R greSka nastala u Simpsonovoj
Formuli zaokruzivanjem vrednosti.

Dokazati da je R < (b-a)d

Uzecemo da je svaka promenljiva Y data sa apsolutnom greSkom o

h
A <0l =2 o+ Yo 40+ Ys 4t Yon 1) T 2(Y, + Yat o+ Yan )

h
R< g(Ay0 +AY, +4(AY;, + Ay; +..+ AY, ) +2(AY, + Ay, ++ A, )

11



R< %5(1+1+ AQ+1+..+D)+2(1+1+..+1))

Ovo u zagradi li¢i na Simpsonovu formulu

b
R<5[dx=0(b-a) kada je f(x)=1

Zadatak br7. Odrediti optimalni korak i izraCunati integral koriste¢i Simpsonovu kvadraturnu formulu
tako da greSka rezultata ne bude ve¢a ¢ = 10~ .
dx

2 1+ X

Ukupnagreska R=R, +R, < 107

1

Uzeéemo da je: Ry < 510_4 RM GreSka metode
R, < 110—4 R, Greska zaokruzivanja
y < (b=a) 4y )
180 R, < ﬁ h*
(Lyw 2% M =180
1+X 1+ x)°
max, ., | T (X) |=24 \ 24

12



0 je izabrano tako da i greSka zaokruzivanja bude manja od

R, =5(b—a)< %10-4

1

60<=10"
2

Zbog greSke zaokruzivanja radicemo sa 4 sigurne cifre u uzem smislu. Formiramo tabelu:

X *1 *4 *2
0 | 1.0000
0.1 0.9091
0.2 0.8333
0.3 0.7692
0.4 0.7143
0.5 0.6667
0.6 0.6250
0.7 0.5882
0.8 0.5556
0.9 0.5263
1| 0.5000
suma | 1.5000 | 3.4595 | 2.7282

110
2

o, = %(1.5000+4*3.4595+ 2%2.7282)
l,, =0.6931

Integral smo izraCunali sa zadatom tacnoscu.

13



Zadatak br8. Izradunati integral sa taéno$éu 107

G
[E—
» 2+SIn X

Integral reSavamo Simpsonovom kvadraturnom formulom.
Granice integrala ¢emo namestiti tako da gornja granica bude konacna vrednost.

j = dx< I xe ' dx = —2e " = Temt <110
S 24sinx Y 2
~1<sinx|<1, 2
sinxj<d, e <10° = M?>5In10= M > 3.39
Smena:

Uzecemo da je M=3.4. Integral posmatramo na interrvalu [1, 3.4]. Za poCetak radimo sa 3 Cvora.

X *1 4 2
1000000 | 0.129468 l,, = 12 (0.129487 + 4*0.006194)
2.200000 0.006194 ' 3
3.400000 | 0.000019 |, =0.061705
suma | 0.129487 | 0.006194 '

14



Za Rungeovu ocenu greske potrebno je prepoloviti korak (inaCe raCunamo 4.izvod i ocenjujemo Simpsonovom

ocenom greske.

X *1 *4 *2
1.000000 | 0.129468
1.600000 0.041235
2.200000 0.006194
2.800090 0.000472 los % (0.129487 +4*0.0041707 + 2*0.006194)
3.400000 | 0.000019
suma | 0.129487 | 0.041707 | 0.006194 | los = 0061741% 0.06174
1) Loy (1) Hesl D20 g 540

Ukupna greska = greSka metode + greSka odsecanja + greska zaokruzivanja + zaokruzivanje reSenja:

R=R, +R;+R, +R;

1

1

1

R=0.24*10" +§10_5 + 2.4"‘510_6 +§10_5 <107°!

2.4 = (b-a)

15



Rezultat nije taCan zato Sto na ovom primeru Rungeova ocena greske ne radi ;(
Ali probaéemo Rungeovu ocenu joS jednom sa duplo manjim intervalom:
P J 105 blo many l,, = 0.062667

l,,s = 0.062724

| |(f)— |0_15(f) |z | |03(f;4_ IilS(f) | 20.38*10_5

Primetiéemo da je sada Rungeova ocena greske VECA nego malo pre!l!

Ovo je primer gde Rungeova ocena greSke ne radi.. Moracemo da koristimo Simpsonovu
forumulu za ocenu greske.

X

Zadatak br9. Naci x za koje vazi: 2

Raditi sa 4 decimale. F(X) = je dt=2
0

Primetimo, prvo da je podintegralna funkcija pozitivha i da mozemo da pronademo reSenje za x>0.
Osnovnom Simpsonovom formulom nalazimo koliko je, npr F(1) i F(1.5).
Potreban nam je neparan broj ¢vorova, uzecemo da je prvo n=5

16



X *1 *4 *2
0.0000 | 1.0000 F(2),5 = 0.5 (3.7183+4*2.8195+ 2*1.2840)
0.2500 1.0645 3
0.5000 1.2840 F(1)g5 =1.4637
0.7500 1.7551
1.0000 | 2.7183
suma 3.7183 | 2.8195| 1.2840
) I W W— 0.375
0.0000 | 1.0000 F(1.5)55 = 3 (10.4877+4*4.6963+2*1.7551)
0.3750 1.1510
0.7500 17551 | T 4-D)ogrs =4.0979
1.1250 3.5453
1.5000 | 9.4877
suma | 10.4877 | 4.6963 | 1.7551

Ocigledno je reSenje negde izmedu 1 1.5 .. IzraCunacemo vrednost integrala za x=1.25



X *1 *4 *2
0.0000 | 1.0000
0.3125 1.1026
0.6250 1.4779
0.9375 2.4083
1.2500 | 4.7707
suma | 5.7707 | 3.5109 | 1.4779

F(1.25)q315 == — (5.7707+4*3,5109+2*1.4779)

0.3125

F (1.25), 51, = 2.3719

Sada imamo 2 tacke (taCnije imamo 3 ali radicemo samo sa dve) i imamo vrednosti funkcije u tim tackama.
Funkciju interpoliSemo polinomom prvog stepena.

Priblizno reSenje jednacine F(x)=2 dobijamo kao reSenje jednacine L(x)=2.

L, (X) = 3.6326x — 2.1687 = 2

L(x) =

x-1.25

1-1.25

*F (1) +

X—1

1.25-1

L, (x) =3.6328x — 2.1691

x=1.1476

*F (1.25)

18
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