
Насавно-научном већу
Маемаичко факулеа
Универзиеа у Беорау

Извешај о окорској исерацији
„Инекс сисема роизвоа Хилерових моула“

каниаа Биљане Вујошевић

На сенициНасавно научно већа оржаној 21. мара 2014. оине оређени смо за чланове
комисије за исање извешаја о окорској исерацији о насловом Инекс сисема роизвоа
Хилерових моула каниаа Биљане Вујошевић. Након шо је каниа реао рукоис,
комисија је иси релеала, е оноси насавно научном већу слеећи извешај.

1. Биорафија каниаа

Каниа Биљана Вујошевић рођена је 19. новемра 1984. оине у Беорау. Диломирала
је 2007. оине наМаемаичкомфакулеу у Беорау, смер Теоријска маемаика и римене.
Докорске суије на исом факулеу, смер Анализа, уисала је 2007. оине. О 2007. оине
раи на Маемаичком факулеу у Беорау у звању сараника у насави, а о 2009. оине
у звању асисена на ремеима: Анализа 1а, Анализа 1, Анализа 2а, Анализа 2, Анализа 3
(смер Информаика), Оарана олавља анализе, Оарана олавља функционалне анализе.
До саа има ојављене слееће научне раове:

• D. J. Kečkić, B. Vujošević, On the index of product systems of Hilbert modules, Filomat,
Volume 29, Number 5, (2015) 10931111, DOI 10.2298/FIL1505093K, 2013 Impact factor
0.753

• B. Vujošhević, The index of product systems of Hilbert modules: two equivalent definitions,
Publications de l’Institut Mathématique Nouvelle série, tome 97(111) (2015), 4956 DOI:
10.2298/PIM141114001V

• B. Vujošhević, Sistemi inkluzija Hilbertovih modula, Fourth Mathematical Conference of the
Republic of Srpska PROCEEDINGS, Trebinje 6-7 June 2014 VOLUME I, 69-81

Сва ри навеена раа се оносе на саржај исерације. Каниа у риреми има и ра:

• D. J. Kečkić, B. Vujošević, The index of a subspatial product system - an example - preprint

2. Преме окорске исерације

Преме окорске исерације је уошење ојма инекса сисема роизвоа Хилерових
росора на ширу и ино различиу класу сисема роизвоа восраних Хилерових B−B
моула на униалном C∗-алером B, као и извођење њеових основних својсава, као шо је
суаиивнос у оносу на сољашњи ензорски роизво сисема роизвоа.

Деаљније реч је о слеећем:



Сисемроизвоа наC∗-алеромB јефамилија (Et)t≥0 ХилеровихB−Bмоула,E0∼= B
са фамилијом (униарних) изоморфизама

ϕs,t : Et ⊗Es→ Et+s,

е је ⊗ унурашњи ензорски роизво оијен иенификацијама

ub⊗ v∼ u⊗bv, u⊗ vb∼ (u⊗ v)b, bu⊗ v∼ b(u⊗ v), (u ∈ Et ,v ∈ Es,b ∈B)

и оом комлеирањем у оносу на скаларни роизво 〈u⊗ v,u1⊗ v1〉 = 〈v,〈u,u1〉v1〉. Овако
увеен ојека се може осмараи и као нерекини ензорски роизво Хилерових моула,
оносно нерекина варијана Фоково росора

Јеиница сисема роизвоа (Et)t≥0 је фамилија ut ∈ Et , t ≥ 0 аква а је u0 = 1 и ϕt,s(ut⊗us) =
ut+s шо ћемо краће исаи ut ⊗ us = ut+s. Јеиница ut је униална ако је 〈ut ,ut〉 = 1. Она је
ценрална ако за свако b ∈B и свако t ≥ 0 важи but = utb.

За сваке ве јеинице u и v осоји фамилија ораничених C-линеарних оераора K u,v
t :

B→B ефинисаних
K u,v

t (b) = 〈ut ,bvt〉,
иона чиниолуруу. Ску јеиницаU је нерекиан ако је ооварајућа олуруа (K u,v

t )u,v∈U
униформно нерекина. За аи ску (униформно) нерекиних јеиница U формира се
униформно нерекина оуно озиивно ефинина олуруа K = (Kt)t≥0 и L = d

dt K |t=0
је њен енераор.

У исерацији се олази о хиоезе а је за аи (униформно) нерекиан ску јеиница на
роизвољном сисему роизвоа на Хилеровим моулима може ефинисаи уошење ојма
инекса. У случају Хилерових росора, инекс је рироан рој и увои се као имензија
ооно оарано и у у сврху консруисано векорско росора. С озиром а су векорски
росори (на исим ољем скалара) о на изоморфизам класификовани својом имнзијом,
осавља се хиоеза а је инекс сисема роизвоа Хилерових моула класа изоморфних
Хилерових моула која на ооварајући начин ререзенује количину и међусону везу је-
иница.

Украко, за сисем роизвоа E и роизвољну нерекину јеиницу ω осоји максималан
нерекиан ску јеиница U који саржи ω . На скуу U ефинишу се оерације саирања и
множења елеменимаC∗-алереB које а чине восранимB−B моулом као и ооварајућа
релација еквиваленције ≈ међу јеиницама која је саласна са оерацијама.

На скуу U ефинише се ресликавање

〈x,y〉= (L x,y−L x,ω −L ω,y +L ω,ω)(1),

које осле увођења релације еквиваленције x ∼ y⇔ x− y ∈ N = {x|〈x,x〉 = 0} снаева U / ∼
срукуром ре-Хилерово B−B моула.

Инекс ара (E,ω) ефинише се као комлеирање ре-Хилерово восрано моула
U /∼ и означава ind(E,ω). Показује се а ind(E,ω) не зависи о изора ω у исом нерекином
скуу јеиница. Уколико се E може уоии у росорни сисем роизвоа (сисем роизвоа
који саржиценралну униалну јеиницу), комлеирање није неохоно ј.U /∼ је Хилеров
B−B моул и оменуе релације еквиваленције су јенаке.

Доказује се а је ако ефинисан инекс коваријанни функор из каеорије нерекиних
сисема роизвоа у каеорију восраних B−B моула. Такође, извои се осоина суаи-
ивноси инекса у оносу на сољашњи ензорски роизво сисема роизвоа.

На крају оказује се а ефиниција инекса која је аа у овој исерацији ресавља
уошење раније ефинисано инекса који су увели Арвесон (за случај B = C) и Скаје (за
случај росорних сисема роизвоа).

Најза, исерација се ави и сисемима инклузија и неким овољним условима о којима
се ску јеиница сисема роизвоа енерисано аим сисемом инклузија, оклаа са скуом
јеиница олазно сисема.



3. Саржај исерације

Дисерација саржи vii + 98 + v срана, саржај, нулу лаву, сисак о 32 референце и
лавни ео који је оељен у 11 олавља.

Нула лава саржи ефиниције мање ознаих ојмова и мање ознаа врђења неохона
за аљи ра.

Прве ри лаве су риремно каракера.

У њима се излаже еорија сисема роизвоа на Хилеровим росорима. У рвој се
навое неки о већ ознаих резулаа из еорије E0-олуруа, а у руој из еорије сисема
роизвоа Хилерових росора (Арвесонових сисема роизвоа), као и веза E0 олуруа
и сисема роизвоа. Пресављена је ефиниција инекса оменуих ојекаа као и важно
својсво аиивноси инекса. На крају је аа и њихова класификација.

Трећа лава је освећена краком освру на ојмове озиивно ефининих и оуно о-
зиивно ефининих језара као и на ојам олуруе језара (у конексу C∗-алери).

У чеврој и еој лави овори се о сисемима роизвоаХилеровихмоула на роизвољ-
ном униалном C∗-алером. Навое се неохоне ефиниције и аје се начин консрукције
нових јеиница (Сав 5.1 и Сав 5.3) у аом сисему роизвоа. Такође формулишу се и
оказују се неке омоћне леме орене за ресављање лавних резулаа исерације.

Полавља која слее сарже орииналне резулае исерације.

Шесо олавље саржи лавне резулае који се ичу ефинисања инекса сисема ро-
извоа Хилерових моула. Консруише се восрани Хилеров моул комлеирањем оо-
варајуће ре-Хилеров моула, а заим се кориси за ефиницију инекса. Теорема 6.2 и
Сав 6.3 ове лаве ресављају самосални научни оринос каниаа. У оолављу 6.1,
аа је још јена ефиниција инекса сисема роизвоа и оказано је а је еквиваленна са
рвоином. Чиаво оолавље је самосални оринос каниаа.

У семом олављу навеена је ефиниција нерекино сисема роизвоа и оказано је
а је инекс, ефинисан у овој исерацији, коваријанни функор из каеорије нерекиних
сисема роизвоа у каеорију B-имоула - Сав 7.5.

Осма лава саржи оказ а је инекс суаииван у оносу на сољашњи ензорски роизво
сисема роизвоа - Сав 8.4..

У евеом олављу оказују се оана својсва инекса оросорно сисема роизвоа
(сисем роизвоа који се може уоии у росорни, ј. у сисем роизвоа енерисан неким
нерекиним скуом јеиница који саржи ценралну униалну јеиницу). Међу њима реа
извојиимоућнос реконсрукције нерекино скуа јеиницана основуинекса, каои ефек-
иван начин за оређивање релације ≈, сечењем о којој се оија инекс. У Теореми 9.7, изве-
ено је важно врђење рема коме комлеирање ооварајуће восрано ре-Хилерово
моула (омоћу коа ефинишемо инекс) није орено у случају оросорних сисема
роизвоа. Ова ослења Теорема ресавља самосални оринос каниаа.

Десеа лава саржи римере сисема роизвоа који оказују а је инекс, ефинисан у
овој исерацији, уошење ојма инекса који су ефинисали Арвесон (Пример 10.1) у случају
B = C и Скаје (Пример 10.2) у случају росорних сисема роизвоа. Такође, оређен је и
инекс јено сисема роизвоа ез ценралне јеиниц (Пример 10.4). Примери 10.1 и 10.2
ресављају самосални оринос каниаа.

Јеанаесо олавље освећено је уошењу већ ознао ојма сисема инклузија Хилер-
ових росора који ресавља јеноарамеарску фамилију Хилерових росора, сличну
сисему роизвоа, са разликом у оме шо су униарна ресликавања која овезују оо-
варајуће Хилерове росоре замењена изомеријама. Посмарају се сисеми инклузија во-
сраних Хилерових моула на маричномC∗-алером и оказује се а, у оређеним случаје-
вима, неки о резулаа и аље важе. Чиаво олавље је резула самосално раа каниаа.



4. Закључак и рело

Преме окорске исерације Биљане Вујошевић је савремена олас која је очела а се
развија ре мање о ве еценије. Резулаи риказани у исерацији су ориинални и нери-
вијални. Њихово извођење је захевало уореу различиих меоа и ехника маемаичке
анализе, укључујући езисенцију и јеинсвенос решења иференцијалних јеначина са вре-
носима у росору ораничених оераора, основна својсва и резулае везане за еорију
Хилерових моула, као и санарне меое раа са скаларним роизвоима и њеовим уо-
шењима. Ра каниаа на овој исерацији укључио је и роучавање оимне лиерауре,
уознавање са савременим резулаима, као шо су својсва Хилерових H∗-моула и њихову
римену на осављене ролеме.

Соа релажемо Насавно научном већу Маемаичко факулеа а усвоји извешај
комисије о окорској исерацији каниаа Биљане Вујошевић и ореи комисију за усмену
орану.

У Беорау, 12. јуна, 2015. оине,

КОМИСИЈА:

р Алексанар Цвековић, реовни рофесор Ма-
шинско факулеа у Беорау

р Драољу Кечкић (менор), ванрени рофесор

р Ђорђе Кринић, оцен


